

https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

STFUKTUR
Al]abar

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

STRUKTUR ALJABAR

Penulis:
Muniri

Desain Sampul dan Tata letak:
M. Alfian Taufiq El Kamali

ISBN: 978-602-6827-05-0

Penerbit:

KALIMEDIA

Perum POLRI Gowok Blok D 3 No. 200
Depok Sleman Yogyakarta

e-Mail: kalimediaok@yahoo.com

Telp. 082 220 149 510

Distributor oleh:

KALIMEDIA

Telp. 0274 486 598

£-mail: marketingkalimedia@yahoo.com

Cetakan, 1 2016

Igf;\lk cipta dilindungi oleh undang-undang
tlarang mengutip atau memperbanyak sebagle  bit
atau seluruh isi buku ini tanpa izin tertulis dari Pene™

i


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Dipersembahkan

Kepada yang Mulia kedua Orang tuaku & para guruku,
Istri & anak-anakku tersayang

iil

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

KATA PENGANTAR

Puji syukur penulis panjatkan kehadirat Allah SWT, atas
berkat rahmat dan hidayah-Nya sehingga penulisan Buku
“Struktur Aljabar” dapat terselesaikan.

Buku ini dimaksudkan untuk memenuhi kebutuhan
mahasiswa yang sedang mempelajari dan memperdalam
matakuliah Aljabar Abstrak atau Struktur Aljabar, mengingat
buku-buku tersebut merupakan salah satu cabang dari
matematika formal yang hingga saat ini peredarannya
dirasakan masih sedikit atau langka, walaupun ada banyak
menggunakan bahasa asing (bahasa Inggris dan Belanda).

Sajian materi dalam buku ini telah disesuaikan dengan
berpedoman pada silabus matakuliah Struktur Aljabar atau
Aljabar Abstrak, yang penyajiannya dibagi menjadi dua bagian
yaitu; bagian | membahas materi tentang himpunan, sifat-sifat
himpunan bilangan, keterbagian, fungsi dan operasi, Grup dan
sifat-sifatya, Grup Permutasi, Order dari unsur grup, Subgrup,
subgrup siklik, Teorema Lagrange, Grup hasil kali langsung,
dan Homorfisma Grup. Sedangkan bagian Il membahas materi
tentang Subgrup Normal dan Grup Faktor, Ring (gelanggang),
Integral Domain (daerah integral), dan Field (lapangan),
Subring dan Ring Ideal, Ring Faktor, Homomorfisma Ring, dan

Ideal Prima.
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Demi kemudahan dalam mempelajari )
seyogyanya pembaca memahami secara haj) ba uky, »
secara berurutan, karena secara substantifpokOkbah i by
sebelumnya merupakan prasyarat bag; Pokok bap, Sa by
selanjutnya. Setiap pokok bahasan setiap bap, dalamagan ba
berupa konsep aljabar yang abstrak ditungkap dalaml; Wip;
definisi, aksioma dan teorema disertai dengan berbagai Cenmk
(teladan) yang memadai serta dilengkapi dengan Iat?]?toh
latihan. an.

Penulis telah berupaya secara maksimg) Untul
menyajikan isi buku ini sebaik-baiknya. Namup Pepatah
mengatakan “tiada gading yang tidak retak”. Menyadar; aka
hal itu, penulis dengan senang hati akan menerima sarap g,
kritik demi kesempurnaan buku ini. Semoga buku ini ada guna
dan manfaatnya.

Tulungagung, Agustus,2016
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- BAB I ; .
PENDAHULUAN

Sebelum menelaah konsep-konsep matematika abstrak yang
disajikan dalam buku ini, pembaca sebaiknya mengenal/mengingat
kembali konsep-konsep fundamental objek kajian himpunan
termasuk himpunan-himpunan bilangan yang diekpresikan secara

aljabar maupun secara gemetri.
Pemahaman serta penguasaan terhadap konsep-konsep dasar

tersebut, seperti konsep himpunan, fungsi, matrik-matrik, vektor,
onometri seperti fungsi sinus, cosinus dan tangen beserta
ering digunakan atau operasi khusus
yang didefinisikan secara khusus akan memberikan kemudahan
dalam memahami dan menguasai konsep-konsep dalam buku ini
yang penyajiannya secara abstrak, biasanya dikenal dengan

matematika formal.

Buku ini menelaa
t luas dan diekpresikan atau direpresentasikan me

simbol-simbol yang lazim atau simbol yang sama sekali baru bagi
pembaca pemula, mulai dari definisi, aksioma hingga teorema-
teorema yang menuntut pembaca untuk membuktikan secara

fungsi trig
operasi-operasinya yang s

h berbagai konsep-konsep aljabar yang
lalui

sanga

formal.
Untuk mengawali mempelajari konsep-konsep abstrak

tersebut, kita mengingatkan kembali objek-objek matematika yang
dituangkan kedalam bentuk konsep himpunan beserta operasi,

relasi dan fungsi.
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A. HIMPUNAN

Terkadang dalam realita kehidupan kit, di
1

banyak )
Lk data, benda-benda, ataupun objek-objey Pads
olah, identifikasi, digolongkan, B yang per)y,

gan diatas akan dip

objek atau . .
himpunan, : yang sering kita sebut Sebagaj

Definisi 1.1 Himpunan adalah kumpulan objek yam

dicirikan secara jelas,

| Objek tersebut disebut anggota atau elemen suaty |
‘himpunan. P |

__| Penulisan himpunan biasanya dengan simbol 1)

Himpunan dinotasikan dengan huruf Kapital seperti A, B, C, dan
seterusnya. Sedangkan elemen atau anggota dari suatu himpunan
dilambangkan dengan huruf kecil, seperti a, b, ¢, dan seterusnya.
Misalnya diberikan himpunan S dan a elemen S secara simolik
ditulis a € §. sedangkan jika a bukan elemen dari S ditulisa & §.
berikut ini diberikan beberapa contoh sederahana.

Teladan 1.1
N : Himpunan Bilangan Natural (bilangan asli) = {1,2,3, ..}

Z : Himpunan bilangan Bulat = {w-3,-2,-1,0,1,2,3.....}

Berdasarkan teladan di atas, berarti 2 € N,dan 0 & N. Begitu pula

2 € 7 sedangkan % g 7.

ri suatu himpunan dapat
asanya dibaca A ada]ah.
lemen S yang memenuhl

Terkadang representasi lebih abstrak dzf
dinyatakan sebagaiA={a €S |P(a)}, bi
himpunan yang keanggotaannya semua €
P(a).1 |

& Sons

it willey
! Herstein, I.N, Topics In Algebra. Second Edition, John

Inc. 1965, hal. 9.
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Teladan 1.2
jika A adalah himpunan bilangan bulat positif ditulis Z* atau

dinyatakan A = {a € Z|a > 0} = {1,2,3,4, ... }.

Teladan 1.3

M={({)EN|i=3n+2, n=0,1,2,34} MakaM={2,5,7,11,13}.

Definisi: 1.2 Himpunan kosong (empty set, null set)

HimpunanKosong | adalah himpunan yang tidak memiliki
elemen/anggota.?

Secara simbolik dari himpunan kosong
ditulis { J}atau 0. =

Teladan 1.4

Pada himpunan semesta bilangan bulat. Himpunan K adalah
himpunan bilangan ganjil yang habis di bagi 2. Maka K =
{ JatauK= 0.

Teladan 1.5
E={neZ:2<n<3},makaE= @, sebab tidak ada bilangan bulat

anta=~ 2 dan 3.
F={xe N:x2<0} makaF = @, sebab tidak ada hasil kuadrat

bilangan asli yang negatif.

Definisi: 1.3 | Jika terdapat himpunan A dan B, A adalah
Himpunan | himpunan bagian (subset) dari B, apabila setiap
bagian elemen A terdapat pula di B, ditulis A €
BatauB 2 A3 2
Secara simbolik ditulis
AC B ={x|x€ Amakax€ B}
2 Ibid, hal. 10.

3William D Blair & ] A Beachy, Abstract Algebra with a Concrete
Intuduction, Prentice Hall do Brasil. 1990, hal. 35.

3
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A adalah propersubset dari R

Himpunan (dingt.,..
apabila AcBdanA# B. Otasﬂ(an A
SR
)
Teladan 1.6
pada teladan 1.2 dan teladan 1.3 diperole bah
aM

M. S Aay,

ua N

Begitu pula N Z atau Z O N (teladan 1.1)

Teladan 1.7
Untuk sembarang himpunan A berlaku A ¢ 4 ,,
AU A o A

Definisi 1.4 | Dua himpunan A dan B adalah ide
. i ntj
Himpunan | (equal) jika dan hanya jiky elemenkdat o~
i

sama himpunan tersebut adalah sapg 4 ' kedy,

Kesamaan himpunan A d%
N dey,
8

A = B atau dengan Kkaty lain 4 =
Bdan B€ A BnkaAt

— "

Teladan 1.8
{1,2,3}={3,1,2}={2,2,1,3} = {1,2,1,3,2,1}.

Meskipun demikian penulisan elemen sama Pada suaty him
secara berulang tidak ada manfaatnya. Py

Definisi 1.5 | Himpunan Kuasa (power Set) danm
| himpunan dari se]uruhasubsetA S

Himpunan
Kuasa

Dinotasi_karifa:g'ngan PAY

Teladan 1.9

Misalkan A = {0,1} maka P(A) = { &, {0}, {1}, {0.1}}
Selain memperhatikan apa yang menjadi €

himpunan, kita pun perlu mengetahui berapa banyak

emen suatl
elemen &'

41bid., hal. 36.
> Ibid,
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suatu himpunan, yang juga merupakan ukuran besar dari suatu

himpunan.

Definisi 1.6 | Jika S memiliki » buah elemen yang berbeda,
Kardinalitasé | maka § adalah himpunan berhingga (finiteset),
dan n adalah Kardinalitas (cardinality) dari S.
Kardinalitas dari S dinotasikan dengan | S |.

Teladan 1.10
Hitung kardinalitas dari A = 10,1,2,1,2.3.3.4.23.

Solusi:
Pada A jumlah elemen yang berbeda adalah sebanyak 5, yaitu 0, 1,

2,3,dan 4. oleh karenanya | A |=5.

Teladan 1.11
Jika B = {0, 1,2}, tentukan kardinalitas P(4)!.

Solusi:

P(A} = {{}, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, {1,2}, {0,1,2}}. Jadi | P(A) | =8 =
23

Atau |P(A4)| = 214,

Definisi 1.7 | Gabungan (Union) dari A dan B dinotasikan de-
‘Gabungan | ngan AU Byaitu himpunan yang beranggotakan
himpunan | elemen-elemen A4 atau elemen-elemen B.7

(Union Set) | Secara simbolik ditulis
AUB ={x|xe Aataux€ B}.

& Gatot Muhsetyo, Pengantar Struktur Aljabar. 1989, IKIP Malang, hal.

19,
?William D Blair & ] A Beachy, Abstract Algebra with a Concrete

Intuduction, Prentice Hall do Brasil. 1990, hal. 37.

5
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Sedangkan ekpresi lain dalam diagram venn ¢

‘ in
berikut. Yatak

dan Sebaga.
l

Definisil.8 Irisan | Irisan  (intersection) dari A dan 3
(Intersection) dinotasikan AN B adalah himpunan yang
keanggotaannya terdiri atas elemen-elemep,

A dan elemen-elemen B.8

Secara simbolik

ANB = {x|x € Adanx € B}

Sedangkan ekpresi lain dinyatakan dalam diagram venn berikut,

A B

(D

S

SWilliam D Blair & ] A Beachy, Abstract Algebrd wi
Intuduction, Prentice Hall do Brasil. 1990, hal. 37.

6

| —

th a ancrett’
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Teladan 1.12
A={1,2, 3,4} dan B={4,5, 6}, maka AUB = {1,2,3,4,5,6} dan ANB =
{4}.

Sedangkan dua himpunan yang tidak beririsan jika pada
kedua himpunan tersebut tidak terdapat elemen yang sama. Dua
himpunan yang tidak beririsan dikatakan dua himpunan saling

asing atau disjoint.

Definisi 1.9 | Dua himpunan A dan B tidak beririsan atau saling
Saling lepas | asing atau saling lepas (disjoint).?
(Disjoint)

Secara simbolik dinotasikan dengan AN B = (.

Teladan 1.13
MisalkanA={1,3,57}danB={2,4,6,8  makadn B = 0.

Komplemen relatif (relativecomplement]
A terhadap B d1n0t351kan A/B “atau
A — B adalah. hlmpunan yang dlbentuk
oleh elemen A yang bukan elemen B.o.

- | Secara simbolik
A= Bi= {xIxEAdanxﬁB}

Definisi1.10
- Komplemen Relatif

Diagram venn dan A-B atau A/B adalah sebagai berikut:

A

O%B

9 Herstein, L. N. Topics In Algebra. Second Edition, John willey & Sons,

Inc. 1965, hal. 4.
10 fpid,, hal. 5.
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Teladan 1.14

Himpunan apakah Z/N itu?

Solusi:

7 {.___2’-1,0, 1,2..}dan N={1, 2, 3, ...} maka:
7/N = {0, -1, -2, -3, ..} atau dinotasikanz —

7—N={x€Zlx<0}. ‘{"lx<1}ata
u

Definisi 1.11 | Asumsikan U adalah m

Komplemen | terdapat sebarang himpunap A pac;neSta- Jik
mutlak k_omplemen absolut (absoluteCOmplema U, Mak,
dinotasikan dengan Ac adalah hjp, Nt) qay s

terbentuk dari elemen Uyang bukan s n Yang

Notasi lain dari A< adalah U /4. Men 4.1,

A =U—-A={x€EU|x¢ 4}
\
Teladan 1.15

Diberikan U adalah himpunan prima yang kurang dar; 50
adalah himpunan bilangan asli ganjil yang kurang 50 _y :A?an 4
9,15,21, 27, 33, 35, 39, 45, 49} =2

Deﬁnjsi 112 Dua himpunan A dan B dikatakan Bm
Beda | (symetricdifference) adalah himpunan yang
Simetris anggotanya terdiri atas anggota 4 atay anggota B

- | tetapi bukan anggota A N B.12

Dinotasikan dengan A®B

A®B didefinisikan sebagai berikut:
A@Bz{xleAUBdaanAnB]
=(AUB)-(ANB)
= (4/B) U (B/A)
=(A-B)u(B-A4)

ng hal
21 atot Muhsetyo, Pengantar Struktur Aljabar. 1989, IKIP Malané

"2 Herstei : g SorS
Inc. 1965, hai ;Tn’ " N. Topics In Algebra.Second Edition, John willey
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Diagram venn dari A®F adalah sebagai berikut.

Teladan 1.16
Misalkan A= {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} dan B = {3, 6, 9, 12, 15, 18)

tentukan A®F?

Solusi:

A®B = {2,4,8,9,10,14, 15,18}

!ff Definisi | Misalkan terdapat himpunan A dan B, maka
| 1.13Perkalian | hasil kali A dan B (product, x) adalah himpunan
! Himpunan yang terbentuk sebagai pasangan terurut

(orderedpair) dari (a,b) dimanaaeA danbeB.
Notasi hasil kali A dan B adalah AxB = |
{(a,b)]a € Adan x € B}.13

Dua buah pasangan (a,b) dan (¢d) dikatakan
sama dinotasikan dengan (a,b) = (¢.d) jika dan
hanya jikaa =cdan b =d.1* N

Definisi 1.14

Teladan 1.17
Misalkan himpunan A = {a,b,c) dan B = {1,2}, maka

Ax P -{(a1),(a2), (b1), (b2),(c1) (c.2)}

Teladan 1.18
(3, 2) # (a,3) dan (4,3) # (3,4), tetapi (a, 3) = (a, 2+1) dan (5,10) =

(6-1, 2.4+2)

Dua himpunan atau lebih dikatakan identik jika

Definisi 1.15
dan hanya jika himpunan-himpunan tersebut

Himpunan
Identik adalah sama.

Pembuktian identik tidaknya dua himpunan dapat dilakukan
dengan aljabar himpunan yang menggunakan definisi-definisi

13 Ibid, hal. 1. .
14 David S. Dummit & Richard M Foote, Abstract Algebra, Prentice Hall,

Englewood Cliffs, 1991, New Jersey, hal.1.
9

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

himpunan yang sudah diberikan besertg tUrunap,
Morgan. Berikut diberikan beberapa contop, dan Yaday, hy
€n

yeleSa'. (um D;

Teladan 1.19 ldnnya, @
Buktikan bahwa AU (AN B) = A.
Solusi:
AU(ANnB)=(AnU)U(ANB)

=AN(UUB)

=ANnU

= A.

(=]

Teladan 1.20

Buktikan AU (AN B) = AU B.

Solusi:

AU (AN B) = (AU (ANB)) U (AN B)
=(AV[(ANB)U (An B]
= (AU [(AUAc) N B]
= (AU [(UNB)]
= (AU B).

(=]

y Berikut ini diberikan sifat-sifat yang berlaky pada operasi
l(xmpunan yafxg melibatkan operasi gabungan, irisan dan

omplemen. Misalkan A, B, dan C adalah tiga Himpunan sebarang,
dengan 4, B, Ce U, maka berlaku:

1. Hukum Idempoten
ANA =A
Au A= A

2. Hukum Komotatif
A N B - B nA

AUB:BUA

10
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3. Hukum Asosiatif
(AnB)NnC=An(BnC)
(AUB)UC=AU(BUC)

4, Hukum Absorbsi
An(AUC)=A
AU (AnB) =A

5. Hukum Distribusi
AN(BUC) = (AnB) U (ANC)
AU(BNC) = (AUB)N (AUC)

6. Hukum Involusi
(A)c = A

7. Hukum De Morgan
(ANB)c = AeUBe
(AUB)c = AcnBe

8. Hukum Identitas

AUg = A
AuU =U
Ang =0
ANU =A
9. Hukum Komplemen

AUAc = U
ANAc= 0
Ge=U

Ue= @

Hukum-hukum diatas dapat dibuktikan secara aljabar dan
dapat juga ditunjukkan dengan menggunakan tabel kebenaran dan
tabel keanggotaan atau menggunakan diagram Venn atau teorema

kesamaan himpunan secara formal.

11
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Misalkan A dan B adalah Sebarang 1
Teorema 1.1 || maka: 8 ““Dunan

1. AcBjikadan hanya jika P(A) = P(B]
2. P(A)NP(B) = P(AnB)
3.PmyJngPMUm

Bukti: ﬁ"‘"“*‘--\%\\

Hanya akan dibuktikan ba
diserahkan kepada pembac
* Untuk membuktikan pe
P(B). Misalkan A cBd
olah karena A c B mak

glan (1), sedangkan
a sebagai latihan

ryataan jika A ¢ B mak, P(4)

an misalkan X e P(A) berartj Xc 1:
a X © B yang berarti pulaX ¢ P(B).
Karena X e P(A) berakibat X ¢

P(B) maka dapat
disimpulkan bahwa P(A) cP(B)

® Untuk membuktikan pernyataan jika P(A) < P(B) maka
€ B.Misalkan P(A) P(B). oleh karena A ¢ P(A), akibatnya
A € P(B). ini berarti bahwa A CB.

(=]

(2) dan (3)

B. HIMPUNAN BILANGAN

Sebelum mengkaji lebih jauh tentang himpunan bilangan
bulat, akan lebih baik jika kita mengetahui tentang bilangan asli.
Biasanya bilangan asli dinyatakan dengan N. Adapun keanggotaan
dariN = {,1,2,3,...}. Sedangkan himpunan bilangan bulat dinyata-
kan dengan “Z” yang merupakan refleksi dari bahasa Jerman
berasal dari kata “Zahlen”.15Keanggotaan dari himpunan bilangan
bulat Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}. Tentu saja berdasarkan
konsep himpunan di atas berarti N c Z. Beberapa sifat aljabar yang
berlaku pada bilangan Asli dan bilangan bulat adalah sebagai
berikut.

15 William D Blair & ] A Beachy, Abstract Algebra with a Concrete
Intuduction, Prentice Hall do Brasil. 1990, hal. 1.
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1. BILANGAN ASLI
Untuk setiap a, b,¢ € Ndan a, b, ¢ € Zmaka berlaku:16

a)
b)

c)
d)

e)
f)

g)

Tertutup, artinya jika a,b € Nmakaa + b € Ndanab € N.
Komutatif, artinya jikaa,b € N maka (a + b) = b+ adan
ab = ba.

Asosiatif, artinya jikaa,b,c € N maka berlaku (a + b) +
¢ =a+ (b+c)dan (ab)c = a(bo).

Distributif, artinya jika a,b,¢ € Nmakaa(b+c) =ab+ac
dan (a + b)c = ac + bc

Unsur identitas, artinya jika 1 € N maka 1la = al = a.
Trikotomi, artinya jika a,b € N maka berlaku tepat satu,
yaitua < b,atau a = b,atau a > b.

Transitif, artinya jikaa < b dan b<c,maka a<c.

. BILANGAN BULAT

Untuk setiap a, b, ¢ € Z maka berlaku:'?

a) Tertutup, artinya jikaa,b€Z makaa+b€Z,a—b€Z
danab € Z.

b) Komutatif, artinya jikaa,b € Zmaka(a+ b) =b+adan
ab = ba.

c) Asosiatif, artinya jikaa,bc €2 maka berlaku (a + b) +
¢ = a+ (b + ¢) dan (ab)c = a(bc).

d) Distributif, artinya jikaa,b,c € Zmakaa(b+c) =ab+ac
dan (a + b)c = ac + bc

e) Unsur identitas, artinya jika0eZ, maka0+a=a+0=a
dan jika 1 € Z, maka 1la = al = a.

f) Invers suatu unsur, artinya jikaa € Zmaka ada—a €7
sedemikian sehinggaa + (—a) = (—a) +a =0

g) Trikotomi, artinya jikaa, b € Zmaka berlaku tepat satu,
yaitua < b,ataua = b,atau a > b.

16 Soehakso, Pengantar Teori Grup, cetakan IV, FMIPA UGM, Yogyakarta,
1979, hal. 31. :

17 William D Blair & ] A Beachy, Abstract Algebra with a Concrete

Intuduction, Prentice Hall do Brasil. 1990, hal. 43-44.
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- ajikaa<b dan b < ¢,maka a<c

f artiny
h) TraIISIZIfr al“ 3 S b maka a— b S 0.
i Jika @ 7a2bmakaa-—b20.
i) ]ikaa.bé;a < bdanc¢ >0, makaa+c¢> b4
k) Jika d,b :;a < bdanc > 0, maka ac > bc,
) Jika @
, BILANGAN PRIMA
r//ﬁ’n-lSl/ Guatu bilangan bulatp > 1 _diSEbut bilangqp,
De is prima jika p hanya memiliki pembagi 1 4 an p
1- : 5 = i
ilangan | sendir — |
primal® mn rbulat n> :1_.bul_{al.1l b_i‘angan Prima
| makan disebut bilangan komposit. S
Teladan 1.21 _
ima ditulis P = {2,3,5,7,11, ...}. Sedangkan

Himpunan bilangan pr

bilangan komposit K = {4,6,8,9,10, .. }.

4. BILANGAN RASIONAL
Bilangan rasional adalah bilangan yang

[ Definisi 1.20. = kel ,
Bilangan - dinyatakan sebagai g, a,beZ,b#0.
Ras‘ion;a,l-l-?_;? | Secara simbolik bilangan rasional dinyatakan
| |dengme=flabezb=o}

Misalkan x,y € Q berarti
c
Z,b#0,d#0. Maka xiy:%ig_—_“dibc,bdqto, Xy =77

ac
gg:bd # 0 sedangkan x : y = Ssk
b d be'

———

18 D .
urbin, |, R. Modern Algebra, John Wiley & Sons, Inc,

" Birkhoff
Millan, 1965, 1.1 11& Mc Lane, 4 Survey of Modern Algebra,

1979, hal 12M3C
NeW YOEk}
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Sifat-sifat Bilangan Rasional

Untuk setiap a, b, ¢ € Q maka berlaku sifat-sifat berikut.2°

a) Tertutup, artinya jikaa, b€ Qmakaa+h€ Q,a—be€Q,
ab € (@ (I;m-:—i € ().

b) Komutatil, artinya jikaa,b € ) maka(a + b) = b+ adan
ab = ba.

¢) Asosiatif, artinya jika a,b,c € () maka berlaku (a+ b)+
¢ =a+ (b+c)dan (ab)c = a(bc).

d) Distributif, artinya jika a, b,c € Qmakaa(b+c¢) = eh+ac
dan (a + b)c = ac + bc

e) Unsur identitas, artinya jika0 € Q. maka0+a=a+0=a
danjika 1 € Q, maka la = al = a.

f) Invers penjumlahan suatu unsur, artinya jikaa € Q maka
ada —a € Q sedemikian sehinggaa + (—a) = (—a) +a = 0.

g) Invers perkalian suatu unsur, artinya jikaa € Q maka ada

1 Ty : !
e Q sedemikian sehinggaa.— =—.a = s

5. BILANGAN KOMPLEKS
Definisi 1.21 | Bilangan kompleks adalah bilangan yang |’

Bilangan dinyatakan sebagai ai + b, dimana a,beER, i=
Kompleks.2! |+/=1, biasanya i disebut bilangan imajiner
(bilangan khayal).

Secara simbolik ditulis
¢ = {a+bila,beR, i =V-1}

Misalkan x dan y keduanya bilangan kompleks maka dapat dinyata-
kan x = a + bi dan y = ¢ + di, sehingga:

1) xiy=(a+bi)i(c+di)=(a+c)ii(b+d).
2) xy=(a+ bi)(c+di)= (ac — bd) + (ad + bc)i

20 Gaotot Muhsetyo, Pengantar Struktur Aljabar, IKI P Malang, hal. 27.
21 William D Blair & ] A Beachy, Abstract Algebra with a Concrete

Intuduction, Prentice Hall do Brasil. 1990, hal 79.
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a+hi (a+bi)(c—di) _ (ac"'bd)"'(bc-aq)i
Terdl - (c+di)(c—di) it ——

\
3) <
4) i* = ldan i?—1=0.
5) 0+ 0f =O0makax+0i = x.
6) Jikaz = a-+ bimakaZ=

a — bi,dan Z disebut bilangan konjugas; dari 5 2,

Pada beberapa literatur jika x,y e ¢ dimang
¢ + di maka x = (a,b)dany = (¢, d). Sehingga xx B
d) dan xy = (ac — bd, ad + bc). ' *

a+m

Y= Gany,

CJ(-|.Cl b+

Beberapa sifat yang berlaku pada bilangan komp)
ini: PIeks adalgy,
Srikyy

Untuk setiap x,y,z € € maka berlaky:

a) Tertutup, artinya jikax,y e C maka x

N
xyECdanieC. yec’x‘J’Ec

b) Komutatif, artinya jikax, Y € C maka (x +
xy = yx. 3’)=y+xdan

¢) Asosiatif, artinya jikax, ¥.Z € Cmaka berlaky
(x+¥)+z=x+(y+2)dan (xy)z = x(yz)
d) Distributif, artinya jikax,y,z € C maka xG +
dan (x+y)z = xz + yz D=0t
e) Unsur identitas, artinya jika 0 e Cmaka 0+ x=y40.
danjikal € C,maka 1x = x1 = X untuk setiap x € ¢ -
f) Invers penjumlahan suatu unsur, artinya jika x € C maka
ada —x € C sedemikian sehingga x + (—x) = (—x) + x=0

g) Invers perkalian suatu unsur, artinya jika x € € maka ada

1 .
z€ C sedemikian sehingga x.i =lx=1
X

. . 5,bd
29 “’Herstein, I. N, Abstract Algebra, Third Edition, Prenticé Hall. 19
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Lemma 1.1
Jika z.w € C, maka berlaku sifat-sifat berikut:23 |

(d) z.Zz adalah bilangan riel positif jika z # 0
(e) Z+ zsama denganjumlah dua bagian bilangan riel pada z

0 z-

z sama dengan jumlah dua bagian bilangan imajiner pada z

Definisi 1.22 | Jikaz=a+ bi € €, maka nilai mutlak dari z
Nilai Mutlak | ditulis |z| = VzZ = VaZ + b2. gt
Bilangan L £
- Kompleks.24

Berdasarkan definisi di atas, diperoleh lemma berikut:

Lemma 1.2
(a) Jikaz,w € €, maka |zw| = |z||w|
(b) Jikaz,w € C,maka |[z+w| < |z + |w]

C. KETERBAGIAN

Misalkan a,b € Z dimana a # 0, a dikatakan
membagi b jika terdapat ¢ € Z sehingga
b=ac ‘

Dengan kata lain, a pembagi dari b atau b
kelipatan dari a atau b habis dibagi a dan
ditulis a|b. Sedangan a tidak membagi b

ditulis a { b.

Definisi 1.23 |
- Keterbagian?s

23 Herstein, I. N. Abstract Algebra, Third Edition, Prentice Hall, 1995, hal.

32-33.

2% [bid.,, hal. 34.
25 Herstein, 1. N. Abstract Algebra. Third Edition, Upper Saddle River,

New Jersey, 1995, hal. 22.
i el
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pada3 sedemikian sehingga 12 =4 3

A ba
eladan 1 woliS a|bs€ . )
idak mem™ .
3 ti g = yang perlaku pada bilangan Agj; dan

_ 3n. _
sehmggabe pa sifat aljabar
o adalah sebagd

maka perlaku sifat-

i berikut.

sifat berikut.26
eZ ut,

. tin a ala-
J Refleksif, ar Ya ika alb dan b|c maka alc.

if
;s 'll;ral']j;lllahan, artinya jika a|b dan a|c maka alb + ¢
g ika a|b maka ac|bc

perkalian, artinya L
f) encoretan (kOHSEIaSi)' artinya jika ac|bc dan ¢ # 0 maka a|p,

h) Jika al1, maka @ = 1ataua =
i) Jika a|b dan pla makaa + b.

KPK DAN ALGORITMA PEMB AGIAN

D. FPB,
Definisi 1.24 Faktor | a) Bilangan c disebut faktor =
Persekutruan persekutuan dari bilangan a dan b
Terbesar (FPB)? jika c membagi a dan b.

b) Bilangan d disebut faktor
persekutuan terbesar bilangan a dan
b jika
i.  dfaktor persekutuana, b
ii.  Untuk setiap faktor
persekutuan e dari bilangand
dan b, maka eld.
Notasi: d ditulis sebagai (a,b) atau

FPB(a,b) ataugcd(ab). ~ —
/

26

- ::V(:{Isl?m I.N. Abstract Algebra, hal. 23.
i m D Blair & ] A Beachy, Abstract Algebra with
»rentice Hall do Brasil, 1990, hal 18.

ncreté
Intudy a co
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[ pefinisi 1.25 Faktor | a) Bilangan k disebut kelipatan
Persekutuan Terkecil persekutuan bilangan a dan b jika k
(KPK) dapat dibagi olch a dan b.

b) Bilangan k disebut kelipatan
persekutuan terkecil bilangan a danb
jika k kelipatan persekutuan a dan b

¢) Untuk setiap kelipatan persekutuan !
dari bilangan a dan b, makak|!.

Notasi: k ditulis sebagai KPK (a,b) atau

Iem (a,b).

Teladan 1.23

1. FPB (45,75) = 15.

2. Bilangan 8 dan 9 adalah relatif prima, sebab FPB (8,9) = 1.
3. KPK (12,20) = 60.

Sifat-sifat
1) Algoritma Pembagian
Algoritma pembagian, artinya jika a, b € Z dengan b # 0, maka
terdapat bilangan bulat n dan r, dimana 0 < r < n sedemikian
sehinggaa = bn+r.
Jika b|a, maka r = 0, sehingga a = bn.2
2) Jika a dan b bilangan bulat dan d= FPB (a,b), maka ada bilangan
m dan n sehingga d = ma + nb
3) Jika p prima, g, b bilangan bulat dan p|ab, maka p|a atau p|b.
4) Jika a|c dan b|c serta FPB (a,b) = 1, maka ab|c.
5) Pemfaktoran Tunggal
Setiap bilangan bulat a dengan|a| > 1, maka a dapat ditulis
sebagai perkalian bilangan prima (Penulisan ini tunggal

kecuali urutannya).

28 |bid,, hal. 19.
29 Herstein, I. N. Abstract Algebra, Third Edition, Upper Saddle River,

New Jersey, 1995, hal. 22.
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E. Te
€orema Bachey BE‘R}Et

Faktoy -
H bilanp: pel&'ekutl‘an lerbe
L komlf,.dn l.)lllat a dap b, dasar dle"i Sely
‘hasl dari q gy, b pét dity)jg sarang

bulat :
TEOREMA 15 || Lermp. > Sehingga (q, ;) A agy g
ma Eucligd X by a"&an

Jikaa|be dap (a,b) =1 Mmak
) aQIC_

| G- Jika (a,b) =q, maka(?@ b
d'q) =1,

H. Misalkgn ¢ adalah bilangan b
maka (ca, ch) = ¢(a, b) Wlat Positj
L (@%b?) = (q,py2 |
J. FPB dari dua bilan
1

FPB(n,n+1) = 1 dengan p bilangap 5

Il

San asii berllrutan ady)
alah

Definisi 1.26 | jika g, b € 7+ dikatakan relay o
_ Rel_atlf (ab)=1 dapat ditulis (g,b) =1 - Jika Fpp
< Primain | R

Teladan 1.24
Pasangan terurut 3 dan 4 adalah relatif prima, sebab (34)=1

Begitu pula (5,9) =1.
Untuk setiap a, b,¢ € Z maka berlaku sifat:

1. Jika blac dan (a,b) = 1 maka blc.
2. Jika bla dan ¢|a serta (b,c)=1 maka bc|a.

s

e

G
ley &
second Edition- fohn W

30 Herstein, I N. Topics in Algebra,

65, hal 18-
31 Jpid, hal. 19.
20 =

Inc. 19
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E. RELASI KONGRUENSI

[ Definisi 1.27 Misalkan m> 0. Jika a dan b adalah bilangan

Kongruensi bulat sehingga a-b dapat dibagi m, maka a dan
Modulo n.32 b dikatakan kongruen modulo m, ditulisa =
b(mod m).

Dengan kata lain, @ — b = km, untuk k
bilangan bulat.

Teladan: 1.25
(a) 31 = 1(mod 6), sebab 31-1=30=6(5)
(b) 100 = 2(mod 7), sebab 100-2=98=7(14)

Sifat-sifat
Misalkan a,b,c,d,m € Zdanm > 0,k € Z* dengan a = b(mod m)
dan ¢ = d(mod m). Maka berlaku sifat-sifat berikut.33

(a) a+ ¢ = b+ d(mod m)

(b) a — ¢ = b — d(mod m)

(c) ac = bd(mod m)

(d) a* = b*(mod m)

(e) Jika f polinomial dengan koefisien bilangan bulat

makaf(a) = f(b)(mod m)

F. TEOREMA FERMAT, WILSON'S, & EULER
a) Teorema Kecil Fermat.3*
jika p adalah bilangan prima dan FPB(p,a) = 1, makaa?™* =
1(mod p) atau P! — 1 = 0(mod p).

32William D Blair & ] A Beachy, Abstract Algebra with a Concrete

Intuduction, Prentice Hall do Brasil. 1990, hal. 21.
33 William D Blair & | A Beachy, Abstract Algebra with a Concrete

Intuduction, Prentice Hall do Brasil. 1990, hal. 25.
34 Gatot Muhsetyo, Pengantar Teori Bilangan, Malang, UM Press, 1999,

hal. 151.
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b)

d)

¢)

g)

Akibat
Jika p bilangan prima, maka untuk setiap bilangan bulat ¢
berlaku a” = 1(mod p)ataua” —a = 0(mod p)

Lemma

lika @® = 1(mod p), maka herlaku tepat satu a = 1(mod p)
atau a = —1(mod p).

Teorema Wilson

lika p bilangan prima, maka (p—1'+
(p—-1)!= —1(mod p).
Kebalikan Teorema Wilson
Jika (p—D!+1= 0(mod p),
prima.

Teorema Euler

Jika FPB (a,n) = 1, maka a
Persamaan kuadrat x%+
prima ganjil mempunyai jawa

p=E1 (mod p)-

1 = 0(mod p) atau
maka p adalah bilangan

@(n) = 1 (mod n).
1 = 0(mod p)dengan P bilangan
b jika dan hanya jika

72
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SOAL-SOAL UNTUK LATIHAN

1. Jika A € B dan B € C. Buktikan bahwa A < C.

2. Jika A< B. Buktikan bahwa AUC < B UC, untuk sebarang
himpunan C.

3. Misalkan C € S dan C' adalah komplemen C dalam himpunan S.
Tunjukkan jika A dan B keduanya subset S, maka berlaku:
(@ (AuB)' = A'nB.
(b) (ANB) = A" UB

4. Diketahui S adalah himpunan semesta. Misalkan A dan B
keduanya subset S didefinisikan A+ B = (A — B) U (B — A) dan
A.B = AN B. Tunjukkan bahwa:
(@) A+B=B+A
(b)) A+A=0
(c) A+0=A4A
(d) JikaA+ B =A+C,makaB = C.

5. Tentukan faktor-faktor prima dari bilangan berikut.
(a) 36 (b) 120 (c) 1024 (d) 5040

6. Periksalah, apakah bilangan-bilangan berikut merupakan
bilangan prima.
(a) 301 (b) 1001 (c) 473 (d) 2003

7. Diberikakan bilangan-bilangan prima 2, 3, 5, 7, 11, ... buatlah
bilangan bulat positif yang dibangun (a)1+2.3, (b) 1+2.3.5, (c)
1+2.3.5.7, dan seterusnya. Apakah bilangan yang terbentuk
merupakan bilangan prima juga?

8. Tunjukkan bahwa jika a|m dan b|m serta (a,b) = 1, maka
(a, b)|m.

9. Tentukan hasil dari operasi bilangan-bilangan berikut.
(@) (6—7i)+ (8+1)
(b) (6—-7i)(8+1)
© (3+31)G-39
(d) (2 + 3i)*
(e) (3 —4i)’

23
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10

11.

12.

;N

14.
15.

. Tentukan nilai mutlak dari
(@) |6 — 4i]

® [;+3

Misalkan a,b € Z*

. b ! -
k= = maka(h, k) = 1.

(a+b, ab) = 1.

(@) 2x = 1(mod 9)
(b) 5x = 1(mod 12)
(c) 19x = 1(anod 36)
(d) x = 1(mod 16)

Tunjukkan bahwa |Z]| = |z|.

24

. Tunjukkan bahwa jika h = 4,3,

(a,b)

Misalkan a,b € Z — {0} dengan (a,b)=1. Tunjukkan bahwa

Misalkan a,b € Z — {0} dengan (a,b)=1. Hitunglah (a+b, a-b)!
Tentukan nilai x pada kongruensi berikut.
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FUNGSI (PEMETAAN)

Tujuan Perkuliahan Umum (TPU).

Mahasiswa dapat memahami dan menjelaskan fungsi
(pemetaan), fungsi injektif, surjektif dan bijektif, komposisi
fungsi, invers fungsi pada himpunan berserta sifat-sifatnya.

Tujuan Perkuliahan Khusus (TPK)

Setelah selesai perkuliahan mahasiswa diharapkan mamptu :

a)

b)

c)

d)
e)
f)
g)

h).

Menentukan daerah asal dan daerah kawan dari suatu

himpunan.

Menentukan fungsi dari himpunan A dan B yang tak
kosong.

Menentukan fungsi 1-1 (injektif) dari himpunan tak
kosong.

Menentukan fungsi Surjektif dari himpunan tak kosong.
Menentukan fungsi bijektif dari himpunan tak kosong.
Menentukan komposisi fungsi.

Menentukan Invers fungsi.

Membuktikan sifat-sifat suatu fungsi

25
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BAB II
FUNGSI (PEMETAAN)

Fungsi merupakan konsep dasar matematika yang sangat
penting karena mempelajari keterhubungan atau keterkaitan
variabel-variabel dari dua atau lebih himpunan-himpunan
semesta pembicaraan merupakan hal pokok yang sangat
fundamental dalam matematika, sehingga tidaklah mengheran-
kan bila permasalahan tentang fungsi atau pemetaan banyak
dijumpai dalam aljabar, geometri, kalkulus, statistika dan
sebagainya. Pada beberapa literatur kata fungsi memiliki makna
yang sama dengan kata pemetaan, sehingga dalam buku ini
kedua kata tersebut seringkali digunakan secara bergantian.
Berikut ini diberikan tentang makna fungsi yang dijadikan dasar
atau rujukan dalam pembahasan selanjutnya.

A. PENGERTIAN FUNGSI

Suatu fungsi dari himpunan A ke himpunan B
“adalah suatu keterkaitan yang menghubung-
Definisi 2.1 | 13 setiap elemen pada himpunan A dengan
suatu elemen di himpunan B yang tunggal
atau unik.

Catatan: Keterkaitan bisa dimaknai suatu aturan, formula,
hubungan, korespondensi, format sederhana, tidak berlebih-

anl
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. > ] \}
Dari definisi di atas, himpunan A disebut dengan daer h
ah 4

(domain) dan himpunan B disebut dengan daerah
(codomain) dari fungsi. AWap

Bentuk lain dari definisi diatas dapat dinyatakan seperti berjj,, |
. kut

ini.

Misalkan A dan B suatu himpunan tak kosong. Suatu fungsj/

pemetaan (function/mapping) f dari A ke B dapat dinyatakan |
sebagai suatu himpunan bagian f dari A x B sedemikian sehingga |

untuk setiap a € A terdapat tepat satu b € B dimana (ab )e f |
atau (g, f{a)) dengan f{a) = b.! I
| |

|

Jika a = b maka f{a) = f(b)

Himpunan A disebut daerah asal (domain ) dari f dan B disebut |
daerah kawan (codomain) dari f

Ungkapan diatas dapat juga dinyatakan sebagai berikut:

Misalkan 4 dan B suatu himpunan tak kosong. Suatu pengaitan f
dari A ke B disebut pemetaan (fungsi) jika:

1. Untuk setiap a € Aterdapatb € B sedemikian hingga f(a) = |
|

b.

2. Untuk sebarang dz azeA. Jika a; = az, maka f(a:) = f (az).?

—Penulisan [ A B menunjukkan bahwa f sua
ekt fungsi aéngaadae'f;h*asau;'d;.;;n;_aaef;ﬁfkawan B.

Catatan: | jixa iberikan fungsi f: A~>B, maka f(a) = b dibaca
: bayér'igan"a:oléh:'féda_lah'b, atau nilai @ oleh fungsi

~|fsamadenganb.

b . 95,
1 Herstein, 1. N. Abstract Algebra, Third Edition, Prentice Hall, 19

hal. 9. Inc, 19651 hal-

2 Herstein, L.N. Topics in Algebra. john Wiley & Sons,
11.
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Berarti jika f(a) = b, berarti (a,b) € f atau (g, f{a)). Sedangkan
aturan yang memasangkan setiap anggota d1 A dengan anggota
di B disebut pengaltan |

Jika f: A—B suatu fungsi, maka daerah hasil (range) atau peta
(image) dari f. Sedangkan range atau himpunan peta (image) f
dinyatakan dengan f{A) atau Rf={b €B : b = f(a) untuk suatu a
eA}.

Fungsi atau Pemetaan secara umum seringkali dinyatakan
dalam simbol huruf-huruf latin seperti @, 4 » dan seterusnya,
atau dituliskan dalam huruf-huruf abjad alfabet seperti f, g, h,
dan seterusnya. Jika o adalah suatu fungsi dari A ke B, maka kita

akan menuliskannya dengan a : A - B atau A 5B

Jika x adalah suatu elemen A, maka o(x) menyatakan
elemen tunggal di B yang terkait dengan x. Elemen o(x) disebut
bayangan x atau image dari x oleh fungsi & atau o(x) menyatakan
nilai x oleh fungsi o. Himpunan yang anggotanya semua bayang-
an dari a disebut dengan daerah hasil atau range dari o.

Untuk memudahkan dalam mengingat dan menulis daerah
asal atau domain dari a dinyatakan secara simbolik dengan Dy
atau da(o) dan daerah kawan atau codomain dari o secara
simbolik dengan C, atau dk(ct), serta daerah hasil atau range
atau peta dari o secara simbolik dengan R, atau dh(o). Bila
a: A —» B, maka daerah hasil a atau range dapat ditulis o.(4) atau

Re

Teladan 2.1

JikaA={a, b, c}dan B={c d, e}, maka dua fungsi o dan B dari A
ke B, dapat dinyatakan dengan diagram panah berikut ini :
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a: A - B didefinisikan dengan

-afa) =e, ofb) =d,dan a(c) =¢
da(o) = A, dk(c) = B, dh(o) = o(d)=8 -

B:A - B didefinisikan dengan
B(a) = d, B(b) = e, dan B(c) =d

da(B) = A, dk(B) = B, dn(B) = B(A) = @
e} dimana dh(B) =B(A) = {de} cB

rti o adalah suatu

Pernyataan o memetakan A ke B bera
’ takan A ke B, maka

fungsi dari A ke Batau a: A = B. Jika 0. meme i
an dari o termuat di B. Tentu saja daerah has g
gota-anggota B deri g
domain atd

semua bayang
o bisa terdiri dari satu atau lebih ang
kata lain bahwa range suatu fungsi adalah subset co

dapat ditulis a(4) < B.
20

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

B. JENIS-JENIS FUNGSI
Untuk membedakan kategori fungsi, disajikan beberapa jenis
fungsi yang diantaranya adalah:
a). Fungsi Konstan (fungsi tetap)
b). Fungsi Onto atau Surjektif
c). Fungsi satu-satu atau injektif
d). Fungsi satu-satu dan onto (fungsi bijektif)
e). Fungsiidentitas
f). FungsiInvers

" Definisi | Misalkan fung51 a:A- B sedemlklan sehingga
2.2 Fungsi | o(A) hanya memuat satu anggota di B makao.
Konstan - disebut dengan pemetaan atau fung51 konstan :
(constant mapping) R
Teladan 2.2
A o B
a(a) =o(b) =ofc) =y
a(A)={y}
Secara umum fungsi konstan diekpresikan sebagai flx) = k

dimana k adalah elemen kodomain yang tetap.

apabila kedudukan atau

posisi dari arah diagram panah dirubah

sebagaimana diagram berikut:
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Maka B bukan fungsi (bukan pemetaan), karena b e 4
tidak dipasangkan ke tepat satu elemen B, artinya j
memiliki tiga bayangan yang berbeda.

Pernyataan a: x - y atau x 3 y adalah pernyataan yang
menunjukkan bahwa y adalah bayangan dari x oleh fungsi a.
Suatu formula (x,y) = x+y untuk masing-masing pasangan
bilangan-bilangan real x dan y mendefinisikan suatu fungsi dari
RxR ke R. Perlu mendapatkan perhatian khusus pada beberapa
teladan selanjutnya bahwa suatu fungsi tidak selalu mengkait-
kan elemen tunggal dengan elemen tunggal, tetapi dapat juga

mengkaitkan pasangan elemen dengan elemen yang tunggal atau
pasangan elemen ke pasangan elemen juga.

Definisi Misalkan fungsi a:A - B dan a(A) = B,

2.3 Fungsi | maka o disebut dengan fungsi kepada (onto
Onto atau surjektif).

I—

Jadi 0. adalah fungsi onto atau sy

terdapat (paling sedikit satu
a(x) = y3

rjektif, berarti jika v YEB
) x € A sedemikian sehingga

3 William D.Blair & John A. Beach

A ; te
Introduction. Prent; y- Abstract Algebra With a Concre

ce Hall, Inc, 1990, hal, 55,
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Ekspresi pada teladan 2.1, fungsi o merupakan fungsi surjektif,
sedangkan fungsi B bukan fungsi surjektif. Mengapa?

Teladan 2.3

Jika f:R = R dengan f(x) = 2x — 6 maka f merupakan fungsi
onto, sebab Vy € R, terdapat x € R, dimana x = 1:'—; sedemikian
sehinggadan f(x) = f 1"'-9) = 2(23)_ 6=y+6—6=Y.

2 2

Teladan 2.4

Jika diamati secara baik pada diagram panah, dapat dengan
mudah untuk menunjukkan apakah suatu fungsi tergolong

surjektif atau bukan? Berikut ini diberikan ilustrasi fungsi
surjektif melalui diagram panah.

A B
—f 5

N 2

| .

2 b

3 c

4
L 4

Dengan memperhatikan diagram panah pada fungsi fdan
g di atas, berarti fungsi f adalah fungsi surjektif atau onto,
- sedangkan fungsi g bukan fungsi surjektif/onto.

Adanya istilah fungsi onto atau surjektif, yaitu suatu
pemetaan yang memiliki daerah hasil sama dengan daerah
kawan atau dh(o) = dk(o) atau D, = 0.(A), maka seberang fungsi
dari suatu himpunan 4 ke himpunan A disebut dengan fungsi ke
dalam (into). Selanjutnya, jika diperhatikan pada beberapa
teladan bahwa a:4 - B dan y € B, maka kawan dari y yang
merupakan elemen A dapat lebih dari satu. Jika kawan dariy € B
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adalah hanya satu, maka o disebut dengan fungsi 1 -1 (one - 4,

- one).
Definisi | Fungsi cadalah1-1 (injektif) jika setiap
2.4 Fungsi | elemen berbeda di A memiliki bayangan pada
Injektif elemen B yang berbeda juga.

Ungkapan lain dari fungsi injektif:

Jika x; # x, berakibat a(x;) # a(x,) atau diungkapkan
dengan kontra posisi yang ekuivalen dengan pernyataan: jika

a(x;) = a(x;), maka x; = x,.%

—

Hal ini berarti bahwa elemen-elemen yang berbeda mempunyai
bayangan-bayangan yang berbeda pula.

Teladan 2.5

Dibawah ini adalah representasi fungsi « adalah fungsi 1-1 dan
fungsi S adalah bukan fungsi 1-1 yang diilustrasikan dengan

diagram panah berikut.

A a B A B =
/|
D
[ ’
a Concret

4 William D.Blair & John A. Beachy. Abstract Algebra With
Introduction. Prentice Hall, Inc, 1990, hal. 56.
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o adalah fungsi 1-1 (injektif) karena bayangan
dari elemen-elemen yang berbeda adalah
berbeda pula, yaitu o(1) # o(2) # a(3) # o(4).

Catatan:

a Sedangkan fungsi  bukan fungsi 1-1 (injektif)
sebab ada dua elemen berbeda di A, tetapi
memiliki bayangan sama yaitu
1 # 4, tetapi (1) = B(4) = a.

Teladan 2.6

Fungsi f sebagaimana Teladan 2.3 merupakan fungsi satu-satu
(injektif). Sebab jika f{x) = fly) berakibat x = y, seperti hasil
algoritma berikut.

f)= 1)
2x—6=2y—6
2x =2y
xX=Y
Teladan 2.7
Pemetaan f:R — R didefinisikan dengan f(x)=x?-1 dan
grafik fungsi fberikut: A
fix)
(-1,0) (1,9)

(0,1)

Berdasarkan grafik fungsi diatas, f{x) bukan merupakan fungsi
injektif sebab 1 # —1, tetapi f(1) = f(—=1) = 0.
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Teladan 2.8

Fungsi g: R — R yang didefinisikan dengan g(x) = cos x )
bukan fungsi injektif atau 1-1, sebab g(x) = I a
cos(x + 2nm) = glx + 2nm) untuk setiap X € R dan n b”ang;;
bulat.

Suatu fungsi 1-1 (injektif) tidak hamsxi
merupakan fungsi onto (surjektif). Sebalikny, |
suatu fungsi yang onto (surjektif) belum teny, |

1-1 (injektif).

Catatan:

e
Teladan 2.9
Misalnya a:A — A dan :4 - A dengan A adalah himpuna,
bilangan asli. Jika kedua fungsi didefinisikan dengan:

a(n) = 2n+1 ,dan
-'21, jikan bilangan Genap

n)=
Bm) £1-"4;’-1—),;'['1‘:t1 n bilangan Ganjil
Diagram panah dari fungsi o dan P tersebut adalah berikut ini:

A
A a__, A A B ol

% § 1. :

1- \ >'2 2 .
2- ~ .3 .3
3 \ 7 '4 3 4

. %. 4. /
4. 5.5 5.~ / /:5
4 ' 6
5. >.5 5-/ 7
6. R | 5 7 '3
: 5 8.~ 9
- = 9. 10
10 Y0! :
s & 11.
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Fungsi-fungsi yang direpresentasikan melalui diagram
panah diatas menunjukkan bahwa o adalah fungsi 1-1 (injektif)

tetapi bukan fungsi onto (surjektif), sedangkan p adalah fungsi
onto (surjektif) tetapi bukan fungsi 1-1 (injektif).

Eksistensi fungsi 1-1 (injektif) yang bukan merupakan
fungsi onto (surjektif) dapat digunakan untuk membedakan
himpunan-himpunan tak hingga (infinite) dengan himpunan-
himpunan yang terhingga (finite). Suatu himpunan A adalah tak
terhingga jika ada suatu pemetaan dari A ke A yang 1-1 (injektif)
tetapi bukan fungsi onto (surjektif).

Definisi Misalkan a suatu fungsi, @ disebut fungsi bijektif
2.5 jika @ fungsi 1-1 (injektif) dan onto (surjektif).

Jika a: A = B merupakan fungsi bijektif, maka setiap anggota
dari A dibayangkan ke satu anggota B yang tunggal dan setiap
anggota dari B merupakan bayangan dari satu anggota A yang
tunggal pula.

Ilustrasi dari fungsi bijektif adalah :

A [0 > B
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Teladan 2.10
Jika A adalah himpunan bilangan asli dan G adalah him u

bilangan genap positif, maka [:A - G didefinisikay, den
J(n) =2n adalah fungsi 1 - 1 dan onto (bijektive) San
diekspresikan sebagaimana diagram berikut. Yang

Teladan 2.11

]1.ka R adal.ah himpunan bilangan real positif dan R adalah
himpunan bilangan real, maka g:R" > R yang didefinisikan
den.gan 9(x) =logx adalah merupakan fungsi g bijektif. Grafik
dari g adalah sebagai berikut :
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g(x) = log x

1/10 N
[

Cobalah untuk menjelaskan mengapa g merupakan
fungsi bijektif?.

Teladan 2.12

Fungsi f seperti teladan 2.3 merupakan fungsi bijektif.

Definisi 2.6

Fungsi
Identitas.>

Misalkan A himpunan sebarang, dan i fungsi
identitas (identity maping) dari A ke 4, yang
didefinisikan i(x) = x, Vx € A. Untuk
memudahkan penulisan, ix berarti fungsi
identitas di dalam A atau fungsi dari A ke A.

Teladan untuk fungsi identitas ini silakan ditunjukkan dan
diidentifikasi sendiri sebagai latihan.

Definisi 2.7

Kesamaan
fungsi

Dua fungsi a: A = Bdan f8: A —» B dikatakan
sama jika da(a) = da(f) dan a(x) =

B(x) untuk setiap x di dalam daerah asal
persekutuan.6 '

5 William D.Blair & John A.Beachy. Abstract Algebra With a Concrete
Introduction. Prentice Hall, Inc, 1990, hal. 57.
¢ Durbin, ].R. Modern Algebra. John Wiley & Sons, Inc, 1979.
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Teladan 2.13
Jika f:R- R didefinisikan ~dengan fG) = (x+4) gy

gR—R didefinisikan dengan g() = *°+8x+16, mg,
f=g sebab da(f)=da(g)=FR dan fG)= 9(%) unty,

setiap x € R adalah
f(x)= (x+ 4)? = x2 4 8x + 16 = g(x).

Teladan 2.14

ika f:R—R dengan f(x)=2x—06dan g:Z—Zdengy

g(x) = 2(x—3), makaf # g sebab da(f) # da(g).
Ditentukan a:A— B dan f:B—C. Jika X €4, mak,

bayangan x oleh a ditulis o(x) yang merupakan anggota B aty,

a(x) € B. Karena a(x) € B, maka bayangan o/(x) oleh B ditulj

f(a(x) yang merupakan anggota C ditulis f(a(x)) € C.
X o(x) B (a(x))

A B C

Urutan pemetaan o dilanjutkan oleh pemetaan f menu
cara seperti ditunjukkan dengan diagram di atas dapat dipa™
dang sebagai suatu fungsi dari A ke C. Fungsi ini disebut kot
posisi fungsi a dan 4, ditunjukkan dengan symbol f° & AL
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B Misalkan o dan B adalah suatu fungsi, dengan
Definisi2.8 |@:A—> B danf: B - C.

Komposisi | Komposisi dari o.dan 8 adalah pemetaan
fungsi p°a: A- C yang didefinisikan dengan:
(B°a)(x) = B(a(x)) € C untuk setiap x € A7

Daerah asal dari 8 ° a adalah A dan daerah hasilnya
merupakan himpunan bagian C.

Teladan 2.15

Ditentukan A={1,2,3},B={p,q, r},danC={xy, z}.

a: A - B didefinisikandengan a(1) = q; a(2)=71; a(3)=p
f: B — C didefinisikan dengan

B) =x; B(q) = z; dan B(r) = y.

Pemetaan f -« dari A ke C dapat ditentukan sebagai berikut:
(B-a) (1) = fla(1)) = flg) =z
(B-a) (2) = fla(2)) = Br) =y
(B-2) (3) = Ala(3)) = flp) = x

Diagram dari o, f dan °a dapat dinyatakan sebagaimana
berikut:

7 Herstein, 1. N. Abstract Algebra, Third Edition, Prentice Hall, 1995.
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Teladan 2.16

Misalkan fungsi f dan g dari R ke R dideﬁnisikan
f(x) =2x-3 dan g(x) = 3x*+ 4
Komposisi-komposisi  fungsi g°f : R >R

dan fog ‘R b
R adalah

e“&an

(Feg)x) =f(gx)) = fBx*+4) = 2(3x2 4+ 4) — 3
= 6x%2+5

@°NEX)=g(f(x)) =9(2x-3)=3Q2x-3)2 44 =
3(4x2 - 12x+9) + 4 = 12x% — 36x + 31

Berdasarkan ilustrasi contoh di atas, terlihat ba

hwa hagj)
g°f # f°g. Hal ini berarti bahwa komposisi dua fungsi ; dak
memenuhi sifat komutatif.

Misalkan A dan B suatu himpunan tak kos

Himpunan A dan B dikatakan ekivalen jik
Definisi 2.9

a dan
hanya terdapat f: A 5B fungsi korespondens;

1-18

ong.

Teladan 2.17

Himpunan Z dan 2Z adalah ekivalen karena terdapat pengaitan
f(n) = 2n untuk setiap n € 2 yang mendefinisikan suaty fungsi
korespondensi 1-1.

Definisi

Misalkan A suaty himpunan tak kosong.
2.10

Himpunan A dikatakan hingga (finite), jika
terdapat n bilangan bulat positif demikian
sehingga Adan {1,2,3 ... ,n} adalah ekivalen.

B Sedangkan himpunan A dikatakan tak hingga |

8 William D.

Blair & John A.Beachy
Introduction. Pren

e
: . Abstract Algebra With a Concr®
tice Hall, Inc, 1990, hal. 61.
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(infinite) jika A dan {1,2,3,.....n} tidak ekivalen
untuk setiap n bilangan bulat positif.?

Teladan 2.18
Misalkan G himpunan semua bilangan bulat positif yang kurang
dari 25. Maka G adalah suatu himpunan hingga.

Definisi Misalkan A suatu himpunan tak kosong.
2.11 Himpunan A dikatakan terbilang
(denumerable) jika A ekivalen dengan
himpunan bilangan bulat positif.

Misalkan A suatu himpunan tak kosong.
Definisi Himpunan A dikatakan terhitung (countable)
2.12 jika A ekivalen dengan suatu himpunan bagian
B dari himpunan bilangan bulat positif. Dalam
hal lainnya A dikatakan tak terhitung '
(uncountable).1®

Teladan 2.19

Misalkan Z himpunan semua bilangan bulat dan 2Z himpunan
semua bilangan bulat kelipatan genap. Maka 2Z dikatakan
terbilang, karena dapat dibuat fungsi bijektif dari Z ke 2Z yaitu

fx) = 2x.

C. SIFAT-SIFAT FUNGSI
Beberapa Teorema yang berkaitan dengan sifat-sifat dan

komposisi fungsi adalah sebagai berikut:

9 RMJTT Soehakso. Pengantar Teori Group. Cetakan [V. Yogyakarta:
FIPA UGM Yogyakarta, 1979.
10 Jbid.
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jikaa: A= B B: B—-C,dany: C > p

maka berlaku

epra=v° @O

Teorema 2.1

L —

Bukti:
perhatikan bahwa
sehingga ¥° (B° @) mempun
Selanjutnya, jika (¥°F) = § maka (¥°B)°a=(5°q
karena (6 ° @) mempunyai daerah asal 4, berarti (y ° g)e ,

juga mempunyai daerah asal4, V'x €4.

e B )@ = (r° B° D)) =rB(a@®))

(B°a) mempunyai daerah agg)
yai daerah asal 4 juga.

......... @
(y°B)° a(x) = e Ba(x) =
V10163)) B (*%)

Dari (*) dan (**) didapat karena X adalah sebarang elemen
dari A, maka (¥ °B)°a)x) = (f°a))(x) untuk semua

x€eA. [ ]

Teorema 2.2 | Diberikan a:A » B dan :B - C.

a. Jika a.dan B adalah onto, maka B - oc adalah
onto.

b. Jika B - o adalah onto, maka 3 adalah onto.

c. Jika acdan P adalah 1 -1, makaf-a adalah1
- 1.

d. Jika B - o adalah 1 - 1, maka o adalah 1-1.17

—

11 Gatot l\jiuhsetyo. Pengantar Struktur Aljabar. IKIP Malang, 1989.
. 12 Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition. Simon & Schutster
Viacom Company, New Jersey 1995, hal. 12.
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Bukti :

a.

Misalkan o. dan 3 adalah onto.
Untuk membuktikan bahwa f°a:A - C adalah onto,
sebagaimana definisi fungsi onto, maka dapat ditunjukkan
bahwa Vz € C, 3x € A, sedemikian sehingga (8 ° a)(x).
Berdasarkan yang diketahui, bahwa o dan  adalah onto.
Karena B adalah onto, berarti untuk sebarang z € C,
terdapat y € B sehingga A (y) = z. Oleh karena o. adalah
onto, berarti untuk setiap y € B terdapat x € A, sedemikian
sehingga y = afx). Berdasarkan 8 (y) = B(a(x))=
Be°a)(x) =
Dengan kata lain untuk sebarang z € C, terdapat x € 4,
sedemikian sehingga (f°a)(x) =z Ini berarti bahwa
B ° a fungsi onto. m
Misalnya 8 ° @ adalah onto. Karena f°a: A — C berarti
untuk setiap z € C, maka ada x € 4 sehingga (8 ° a)(x) = z.
Karena (8°a)(x) = B(a(x)), dan B(a(x))=z. dengan
a(x) € B.
Oleh karena Vz € C, ada a(x) € B sehingga ﬁ(a(x)) =&
Ini berarti bahwa 3 adalah fungsi onto.

o
Diketahui o dan B adalah fungsi-fungsi 1-1.
Akan dibuktikan f8 ° a juga fungsi 1-1. Misalkan x;,x, € A
dan (B°a)(xy) = (B°a)(xz). Karena (B°a)(x) =
Ba(xy) dan (B° @)(x;) = B(a(x)), maka (B° a)(x;) =
(B ° a)(x,) akan berakibat B(a(x;)) = f(a(x;)). Karena B
adalah 1 - 1, maka didapat a(x;) = a(x;). Begitu pula
karena o adalah fungsi 1 - 1 dan a(x;) = a(x;), maka
didapat x; = x,. Oleh karena (°a)(x;) = (B°a)(x;)
berakibat x; = x,, ini berarti f°a adalah fungsi 1 - 1.

o
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d. Diketahui f§°a adalah fungsil-1
Misalkan x;,x, € A dan a(x,) = a(xz), maka dj dapay

Bla(x;) = p(a(xz)), dan berdasarkan definisi dipemleh
(B° a)(x) = (B° @)(x2)- .

Karena f°a adalah 1 -1 dan (B°a)(x) = (B° @) (x,),
maka x; = Xa. ‘

Jadi, karena a(xy) = a(xz), berakibat x; = X, ini berart

bahwa o merupakan fungsi 1 - 1.
m

Definisi | Suatu fungsi B: B — A adalah invers dari fungs;]
2.13 a:A > B,jikaf°a= iydana®f = ip.

Fungsi
invers.13

Suatu fungsi yang mempunyai invers disebut invertible.

Jika @ invers dari 8 ditulis @ = ! atau sebaliknya f# = a™%.
Jadi @ dan f8 dikatakan saling invers (invertible)

Teladan 2.20
Misalkan f : Z — 2Z dengan f(x) = 2x, Vx € Z, sedangkan g : 27

—Z dengan g(x) = % Vx e 2Z.Maka (g o f)(x) =g(f(x)) =g(2x) =
X = iz, Vx € Z, ini berarti bahwa g merupakan invers kiri dari f

Sedangkan (f 0 g)(x) = flg(x)) = f[%]: 2 (%]: X= iz, Vx € 2L

Hal ini menunjukkan bahwa g invers kanan dari I Selanjutny?

kaljena g o f =iz dan f o g = izz, maka dapat dikatakan bahwa{
saling invers (invertible) dengan {8

'3 William D.Blair & John A.Beach . crett
. . . Abst th a Con
Introduction. Prentice Hall, Inc, 1990, ha{ 57-5 ract Algebra Wi
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Teorema 2.3 Suatu fungsi adalah invertibel jika dan
hanya jika fungsi 1 - 1 dan onto (bijektif).**

Bukti:
() Misalnya a: A — B adalah invertibel dengan invers B,
maka f ° @ merupakan fungsi identitas pada A yang meru-
pakan fungsi 1-1.
f°a adalah fungsi 1-1, berdasarkan teorema 1.2d di-
peroleh o adalah fungsi 1 - 1. Selanjutnya, karena p°a
adalah fungsi identitas pada B, maka f°« merupakan
fungsi onto, sehingga berdasarkan teorema 1.2 (d) berarti
o haruslah onto. Jadi, jika a:A — B adalah invertibel,
maka o adalah fungsi 1- 1 dan onto (bijektif).
(€) Misalnya a:A = B adalah 1 -1 dan onto. Harus
ditunjukkan bahwa o adalah invertible.
Ambil sebarang b € B karena o adalah onto, maka ada
a € A sedemikian sehingga @(a) = b. Karena o juga meru-
pakan fungsi 1 - 1, maka a € A haruslah tunggal, sehingga
dapat ditentukan S(b) = a yang selalu dapat dilakukan
karena o adalah 1 - 1 dan onto dan a(a) = b, untuk a yang
tunggal. Jadi, terdapat fungsi fB:B — A. Kkarena
(B°a)(a) = B(a(@)) =F(b)=a  dan (a°p)(b) =
a(B(b)) = a(a) = b, maka jelas bahwa fB°a = i4dan
a°p = iy atau B adalah invers dari 0. Dengan demikian
dapat disimpulkan bahwa o adalah invertibel. [

Teladan 2.21
Sekarang, cobalah perhatikan pemetaan f:A - Byang didefini-

sikan seperti diagram panah berikut.

14 Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition. Simon & Schutster A

Viacom Company, New Jersey 1995, hal. 12.
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()

f3
f4)
fG5

Misalkan X ={1,2,4} c AdanY = {2,3,5} c 4, berdasar.
kan diagram panah diatas didapat: f(X) = {p,r} c {p,r, s} =

f(4)

Hal ini menggambarkan bahwa jika X ¢ Adan Y c 4 mak
akan berakibat f(X) c f(A)dan f(Y) c f(4).

f2) =

=p

p

=r

=

X -

Perlu 5
d1perhat1kélrl
bahwa o
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Teorema 2.4 Misalkan diberikan pemetaan f:A — B.
Jika X © Amaka f(X) c f(A).15

dibaca: renge fungsi dengan domain X
subset renge fungsi dengan domain A.

Bukti:
Misalkan y € f(X) berarti ada x € X sedemikian sehingga
y = f(x). Karena X c A, berarti jika x € X maka x € A.
karena x € A sedemikian sehingga f(x) =y ini berarti
f(x) =y € f(A). Karena y € f(X) berakibat y € f(4), ini
berarti f (X) c f(A).
B

Teorema 2.5 Buktikan bahwa f(AUB) = f(A)Uf(B)

dibaca: renge fungsi dengan domain AUB
sama dengan renge fungsi dengan domain A
digabung dengan renge fungsi dengan
domain B.

Bukti:
Ambil sebarang y € f(AUB), maka ada x € (AUB).

Sehinggay = f(x).
Karena x € (AUB),makax € Aataux € B

Jika x € A, maka f(x) € f(A) atau

Jika x € B, maka f(x) € f(B)

Jadi f(x) € f(A) U f(B) atau y € f(A) U f(B)
f(AuB) c f(A) U f(B) ..(*)

15 Gatot Muhsetyo. Pengantar Struktur Aljabar. IKIP Malang, 1989,
hal. 21.
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Selanjutnya, karena A C AU B dan B c AUB,
berdasarkan teorema 1.4 diperoleh f(A) © f(Au
B) dan f(B) c f(AU B).

Berarti f(A) U f(B) © f(AUB) ...(**)

Berdasarkan (*) dan (**) diperoleh f(AUB) = f (A)U i (B),
o

Teorema2.6 | Buktikan bahwa f(ANB) < f(A) n f(B) —

dibaca: renge fungsi dengan domain ANg

sama dengan renge fungsi dengan domain 4

diiriskan dengan renge fungsi dengan
domain B.

Bukti:

Amt'Jil sebarang y € f(An B), maka ada x € (AnB)
Sehingga y = f(x)

Karena x € (4 NB), makax € A dan x € B
Jikax € A, maka fx)ef (4), dan
Jika x € B, maka fx) e f(B)
Jadi f(x) € £(4) 0 £ (BY atay
J(AnB) c f(a)q f(B).
o

YEfA)nf(B)
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Sebagai ilustrasi, misalkan f: A — B dengan A = i1 2.5
4 5}dan B= {p, q r, s t} yang didefinisikan seperti diagram

perikut.:

X = {12
X A maka f{x) = {q,r}
‘ “ fx)
Y = {345}
maka f{y) =

b {r,s,t}

» 'S ) Dimana X N
Y =, maka

' | : fiXN'Y) =,
akan tetapi

) n fO) =
{fr}+0

flX) N fly) = {r} dan fIX N Y) = G, jelas bahwa flX N Y) # flx) N
f)

Teorema 2.7 Ditentukan bahwa pemetaan f:4 = B, X C
BdanY c B. jikaX c Y, maka

X)) e ).

Bukti:
Misalkan f~1(X) adalah renge fungsi f! dengan domain X,
yang diekspresikan sebagai : f~1(X) = {m € A: f(m) € X}.
Misalkan diambil sembarang m € f~1(X), maka f(m) € X,

Lo 16 Gatot Muhsetyo. Pengantar Struktur Aljabar. IKIP Malang, 1989,
al, 24,
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Karena X c Y maka f(m) € Y. sehingga diperoleh bah

W
m € f1(Y). 1 ;
Karenam € f~1(X) berakibatm € f~ (Y) berarti

fAX) e 1Y)
Jadi, f 71 (X) € f7H(Y).

llustrasi Teorema 2.7 dapat dilihat seperti diagram Pang}
berikut: |
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Teorema2.8 |Jikaf:A— B, Xc B danY c B.Maka

FAXUY) = FAI(X) U Fi(Y).v

Bukti:
fAX)={x€A:f(x)eX}dan f}(Y)={x€A: f(x) €
Y}
AU (Y)={xeA: f(x) eXatauxEA:
f)eEY} ={xeA: f(x)eXuY}=f"LXUY).
O

Teorema 2.9 |Jikaf:A— B, Xc B danY c B. Maka

fAAXNY) = fAX) 0 e

Bukti:
f7iXnY)
={xeA: f(x)eXnY]}
={x€eA:f(x) € Xdan f(x) €Y}
={xeAf(x)eX}n{xeAf(x)EY]}
=fXnf7¥) =

Teorema 2.10 | Jika f: A = B,dan X c B. Maka
) = 0"

Bukti:

Misalkan f~1(X) = {x € A: f(x) € X} berarti

17 Gatot Muhsetyo. Pengantar Struktur Aljabar. IKIP Malang, 1989,
hal. 25.

18 Ibid., hal. 26.
19 Ibid., hal. 28.
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(X)) ={x € A:f(x) € X} = {(x€A: f(x) e X} o |
f1(Xx). o

HUSUS . -
> Fusigsr:jlt(tnya ada beberapa macam fungsi berciri,
yang patut pula diketahui, seperti fungsi barisan, fungs;i r
fungsi proyeksi dan fungsi karakteristik.

n khas
t’.‘StrikSi
1. Fungsi Barisan

Istilah barisan sudah dikenal dalam g2
kalkulus. Pada dasarnya barisan merupaka

himpunan bilangan asli atau himpunan bagia
himpunan.

ljabar dan dala
' pemetagy, dan
nnya ke SEbaI‘ang

Beberapa barisan yan
(tambah/aritmatika), baris
harmonis dan barisan

g kita kenal adalah ba

an kali (ukur/geome
-barisan khag

risan hityp

: yang dirumyskan sebagai f(x) = 44-
3. Maka dapat diperiksa melaluyj ilustrasj tabel berjkyt
f__‘—*'_‘—'—-——-_——-—-___,-——_______
X 1 2 3 4_ 5 n !
9] 1 R B "
S 9 13 17 4n-3

. tuk f(l) =7, f(Z) =5 f3) = 9, dar
a . a.\n SUku‘SUku barisan, Secara umi”
pat dlnyatakan dengan . SL 52; 53’ 54' ......... Sn.
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2. Fungsi Restriksi
Fungsi restriksi (pembatas) pada dasarnya merupakan
suatu fungsi yang merupakan “bagian” dari fungsi lain.

Jika @: X 2 Ydan f#: X; 2 Y dengan X; c X, maka g
disebut restriksi @ pada Xj, ditulis # = @/X;. ini berarti bahwa
untuk sebarang x € Xi, berlaku o(x) = f(x). Dalam hal /S
merupakan restriksi dari @, dan a disebut dengan ekstensi
(perluasan) dari Fterhadap X.

Teladan 2.23
Jika pemetaan a : A > A dengan A adalah himpunan bilangan
asli, jikan € A, maka a(n) = n + 2. Diagram a adalah:

Ambil A; = himpunan bilangan asli ganjil. Suatu fungsi S
dari A; ke A4 yang didefinisikan dengan f(n) = n + 2 adalah
merupakan pembatasan dari o pada A; atau f= a [ A

29
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24 - R*

; el;dgfzz dengan ) = ¥* dan 9 - : : tR dengan 99+,
) . upakan pembatasan dari f

berarti fungsi g adalah merup padal

atau g=f/R+

3. Fungsi Proyeksi .
Suatu fungsi proyeksi memetakan pasangan elep,

dengan elemen yang tidak berpasangan. Fungsi Proyeksi |,
memetakan (x,y) €A X Bke x € A, sedangkan fungsi Proyeks;,
2 memetakan (x y)e A X B ke y € B. Tentunya, jika tey day
perkalian Kartesian n buah himpunan, maka dapat dibey
fungsi-fungsi proyeksi ke-i dengan i <n. sifat dari fungsi Proyy
adalah onto tetapi bukan bijektif.

Hal diatas dapat diketahui karena fungsi proyeksi |
akan memetakan (x, y1), (x y2) dan (X, y3) ke x. sebagai ilygy.
dapat dipelajari teladan berikut.

Teladan 2.25

Misal suatu fungsi f: RX R 2 R yang memetakan (, y) kex.
berarti bahwa:

f2,0)=2 f2,2) =2, f2,3)=2, f(2,3%) =2
fB.%)=3,f34)=3, f(3,5)=3, f[3,52/5) =3

Sekarang, jika diambil:

P=[2,3]x[1,2]

Q=[-2,-1]x[3, 4]

Maka dapat ditentukan bahwa:
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f(P) = [2,3] dan f(Q) = [-2, -1]

A
Q :§\\\§ .......... ..4
N\ -
3
? 2
_
§ |
2 2 3

4, Fungsi Karakteristik
Fungsi karakteristik memisahkan bayangannya secara
dikotomi atau trikotomi bahkan lebih dari elemen-elemen daerah
asal. Jika ditentukan X cA dan f: A 2 B dengan B = {0, 1}, maka f
merupakan fungsi karakteristik bila:
0, jikax¢€X
f(x) =1 1 8 j}'ikaxex

Karena fungsi karakteristik ini memisahkan elemen-elemen di
dalam dan di luar X, maka dinyatakan sebagai fungsi karak-
teristik dari himpunan X di dalam A, ditulis dengan fx.

Teladan 2.26
Misalkan g: R = R yang didefinisikan sebagaiman berikut.

2x + 1, jika6 £ x <10
g(x)={ x?, jika-2<x<6
3-x, jika—10<x< -2

Fungsi g di atas, juga merupakan fungsi karakteristik. Silakan
anda sket salah fungsi g tersebut ke dalam diagram kartisius!

5/
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SOAL-SOAL UNTUK LATIHAN

1. Daftarlah semua fungsi berikut:
a. dari {x y} ke 1,2}
b. dari {x, ¥, 2} ke 1,2}

c. dari{x y} kel dan T={a,b,c}.

2. MisalkanS= {123} ol
a. Ada berapa macam pemetaan yang dapat dibuat dari Sl.(!

T T?
b. Ada berapa macam pemetaan onto atau surjektis vay

dapat dibuat dari SkeT?
c. Ada berapa macam pemetaan 1 - 1 atau injektjf Yay

dapat dibuatdariSke T ?
3. DitentukanA={p,q,1,s}danB={a,b, c, d}
o.: A-> Bdan B : A -> Bdidefinisikan dengan ¢(p) = p,

a(q)=d, a(r) =a, a(s) = ¢, dan f(p) =d, B(q) = b, B(r) =,
p(s)= a. periksalah: '

(a) apakah o fungsi-1
(b) apakah 3 fungsil-1
(c) apakah o fungsi onto
(d) apakah B fungsi onto
(e) tentukan a(X), A(Y), a(XNY), dan BX_Y) jika diketah
| X={p,r}danY={q,r,s). |
4. Misalkan jj g dan h adalah fungsi-fungsi dari B ke B, dima
B adalah himpunan bilangan bulat, didefinisikan sebagai fl
=2X, g(x) =x+ 1, dan h(x) =x3, Vx eB
a) M ' .
Eb; Mzzal]zah dari £, g, dan h yang merupakan fungsi onto’
© Tﬂnti kah 3?(“8 merupakan fungsj 1 - 1 ?
entukan (1), g(4) dan h(4) i himpu™
bilangan sl (A) jika A adalah himp
» g dan h adalah fungsi-fungsi dari R ke k i

. lkan dengan fx) =x2 + 1, g(x) = 2x- 1, dan h(Y
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Carilah formula untuk masing-masing komposisi berikut:

(@ fof (dgof (g)hof
(b) fog (e)gog (h)hog
(c) foh (lgoh (ilhoh

Carilah invers dari fungsi R ke R berikut:

(@) f(x)=2x+3

s ]
() 9= 3+4x

(c) gx)=6-4x
d) j(x)=2x

. XFL
(&) h(="——

Suatu fungsi f: R = R adalah onto jika dan hanya jika setiap

garis mendatar (sejajar dengan sumbu x) memotong grafik f

paling sedikit satu kali.

(a) Cobalah nyatakan serupa untukf:R 2 Ryangl-1

(b) Cobalah nyatakan serupa untuk f: R ®» Ryang 1 -1 dan
onto

Masing-masing o berikut ini mendefinisikan suatu fungsi
dari R ke R. Tunjukkan fungsi @ yang onto danyang1 - 1.
(@) ax)=3x-2 (d)ax)=-2x*+8

(b) a(x)=2x3 (e) a(x) = Sin x

() ax)=2ex+1 [f) a(x) =2

Diketahui B = himpunan bilangan bulat, dan f: B = B, yang
didefinisikan dengan:

0,jika x Ganjil
fx) = {; jika x Genap

(@) Apakah fmerupakan fungsi injektif ? Mengapa ?
(b) Apakah fmerupakan fungsi surjektif ? Mengapa ?
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10. Berilah suatu contoh fungsi 1 -1yang bukan onto day; -

himpunan ke dirinya sendiri.
11. Berilah suatu contoh fungsi onto'y
Himpunan ke dirinya sendiri.

Uatu

ang bukan 1 -1 gy -
h

60

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

OPERASI BINER

Tujuan Umum Perkuliahan (TUP)

Setelah selesai perkuliahan mahasiswa diharapkan dapat
memahami Konsep operasi biner, jenis-jenis operasi biner
serta sifat-sifatnya pada suatu himpunan.

Tujuan Khusus Perkuliahan (TKP)
Setelah selesai perkuliahan mahasiswa diharapkan mampu:

a) Menentukan operasi biner jika diberikan suatu operasi
pada himpunan tertentu;

b) Terampil melakukan operasi biner pada elemen-elemen
suatu himpunan;

c) Mengidentifikasi apakah suatu operasi biner pada suatu
himpunan bersifat asosiatif, komutatif, memiliki elemen
identitas, adanya invers untuk setiap elemen himpunan.

d) Menentukan invers suatu elemen dan elemen identitas-
nya jika didefinisikan suatu operasi biner pada suatu

himpunan.
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BAB 1II
OPERASI BINER

Secara umum yang dimaksud dengan operasi biner adalah
operasi yang ada pada setiap kali operasi itu dijalankan hanya
ada dua unsur yang dapat diselesaikan. Jika ada tiga unsur, dua
unsur dikerjakan lebih dahulu sedangkan satu unsur dikerjakan
kemudian. Jadi dalam operasi biner tidak dapat mengerjakan
tiga unsur sekaligus. Disamping itu pula operasi biner mencakup

sifat ketertutupan.

Jika suatu bilangan bulat ditambahkan dengan bilangan
bulat yang lain maka juga akan memberikan hasil suatu bilangan
bulat yang unik (tunggal). Berdasarkan pernyataan diatas
dengan operasi penjumlahan menunjukkan adanya hubungan
bahwa setiap pasangan (a,b) € ZxZ dimana a,b € Z akan
menghasilkan a + b € Z yang unik/tunggal. Jadi operasi + pada
himpunan Z merupakan suatu fungsi dari Zx Z ke Z dengan

ekspresi matematis dapat ditulis + :(a,b)—>a + b.

A. PENGERTIAN OPERASI BINER

Berdasarkan ide operasi penambahan pada himpunan Z
diatas (juga berlaku pada operasi pengurangan dan perkalian).
Hal tersebut dapat diabstraksikan secara formal melalui definisi
operasi pada suatu himpunan dengan operasi biner berikut ini.
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Operasi Biner * padé suatu himpm
suatu fungsi dari SxS ke S, yang Memet, k:hl
h

setiap (ab) €SxS ke suatu a*b € S yang i
a axbe§ berarti § tel'tutu/
p

pefinisi 3.1
tunggal. Karen

dibawah operasi *,1
—— [ +:(a,b) > a*b. TS

Secara

ML—J__

Teladan 3.1 -
Operasi perjumlahan dan perkalian pada himpunan bilangan aj|
n operasi biner. Sebab jika a,be N maka af

adalah merupaka
b € N. bergitu juga ab € N. Sedangkan operasi penguranga

dan pembagian pada N bukan merupakan operasi biner
2—-3=-1¢N

Mengapa? Sebab jika 2,3 € N akan tetapi

Teladan 3.2
Perkalian pada Z* : (mn) — mn merupakan operasi bine'

perkalian dua bilangan bulat positif menghasi

Artinya bahwa
erkaliar

kan bilangan bulat positif, yang berarti bahwa operasi p

bersifat tertutup pada Z*.
Demikian juga berlaku pada Z @, R dan C. Akan tetapi oper®

pembagian pada Z bukanlah operasi biner sebab 1,2 ¢

Z akan tetapi ;E Z.

! William D Blair & 4
, - ohn A, ; ré
Introduction, Prentice Hall.jlng ?9%%3(;:3 ' ggStractA[gebm With a con¢
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Teladan 3.3
Operasi perpangkatan pada Z* yaitu fungsi (m,n) - m" adalah
operasi biner.

Teladan 3.4

Misalkan A ={ 2, 4, 6, 8, ...} yaitu himpunan bilangan asli genap
dan dipasang operasi +, yaitu operasi penjumlahan seperti yang
telah kita kenal. Maka + merupakan operasi biner pada A, sebab
jumlah setiap bilangan asli genap selalu merupakan bilangan asli
genap. Artinya operasi dua anggota A akan mengahsilkan unsur
dalam A juga.

Teladan 3.5

Misalkan M(R) adalah himpunan semua matriks-matriks dengan
entry-entry bilangan real. Operasi + (katakan operasi penjum-
lahan sehari-hari) pada M{R) bukanlah operasi biner, sebab ada
matriks 4, B € M(R) sehingga A + B tidak terdefinisi, yaitu
matriks A dan B berordo tidak sama.

Tetapi jika + pada Ma(R) yaitu himpunan semua matriks-matriks
dengan entri-entri bilangan real ordo nxn maka + adalah operasi
biner. Karena matriks dengan ordo nxn jika dikalikan dengan
matriks nxn juga akan mengahsilkan matriks baru berordo nxn.

Teladan 3.6
Operasi + pada R-{0} bukan operasi biner, sebab untuk 2,-2

€ R — {0} tetapi 2 +(-2) = 0 bukan anggota dari R - {0} artinya
tidak tertutup dibawah operasi +.

Teladan 3.7

Misalkan F adalah himpunan fungsi-fungsi dengan domain
himunan bilangan-bilangan real R. operasi + dan - pada F di-
definisikan sebagai berikut: untuk setiap f g € F dan x anggota
domain berlaku.
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F+9)x) = f(x) +g(x)
(f9)x) = fx) g9(x)

Kedua fungsi f + g dan fg merupakan fungsi-fungsi d

1 . €n
main R yang unik, sehingga F tertutup dibawah operg;j 8an (.

+dan.

Contoh-contoh  diatas 3(1_31___311' sﬂ_o_perasi : pe‘man\da
pengurangan yang dipakai se.hatji-harif._ Dibawah ip; aka:
disajikan'lbgbe-rapa_ contoh Qper_aSi biner * dengan definis;
yang diberikan. - ’ ' o .

_—__*—-——-

Teladan 3.8

Misalkan S adalah himpunan tak kosong, M(S) himpunan semy;
pemetaan-pemetaan dari S ke S. Jika ¢, f € M(S), maka B o g e
M(S) dan komposisi ini unik, sehingga o adalah operasi biner

pada M(S).

Teladan 3.9
Didefinisikan operasi * sebagai x*y=x+y+1, Vx,y€ER
maka * adalah operasi biner pada R.

Dapat diperiksa, melalui pemisalan dua bilangan reil (kita pilih
0,23 dan 0,5). Berdasarkan definisi operasi * di atas, diperoleh
0,23 0,5 =023+ 05 +1 = 0,73 + 1 = 1,73 dimana 1,73 jug?
elemen bilangan reil.

Untuk menunjukkan apakah operasi * merupakan operasi binef

pada R dapat dilakukan uji coba untuk memeriksa keumuman
nya.

Teladan 3.10 -
Misalkan S = {g,b,c} dengan operasi * didefinisikan sebaga"
X *¥y=x, VX y €S, maka * merupakan operasi biner.
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carena S hingga maka operasi ini dapat dilihat Pada tabe] 3.1
g dikenal dengan sebutan tabel Cayley berikut jp;. '

* la b ¢

a|a d d

b|b b b

c C C C

Tabel 3.1

cara membaca tabel diatas adalah diawali dari kiri ke kanan
misalnya @ *a=a; b*a=b; c#h=c,.... dst

Unsur-unsur yang ada dalam tabel secara keseluruhan adalah
unsur-unsur dari § dan ini menunjukkan bahwa S bersifat
tertutup dibawah operasi *.

Teladan 3.11

Perhatikan C= { a, b, ¢, d, e } dan operasi o pada C didefinisikan
seperti pada tabel 3.2 berikut ini:

"l a.-b-"g d e
a | a- b ¢ d e
b | b ::5~ "“MQ Q a
¢'lved ™a_ b
d|d e a b \c\,\x’
ele a b c d

Tabel 3.2
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Cara membaca tabel 3.2, point d yang dilingkar, d
dari b * ¢ dan ditulis b * ¢ = d. Selanjutnya dapat diperikalah 3
c*e=bd"b=ea”ds=ddan sebagainy, Adapzab
memeriksanya bahwa setiap x, y € C maka (X*y) e C;m .
berarti operasi * pada C adalah suatu operasi biper Serin E-I;nF
operasi biner * pada S dinyatakan sebagai Himpunan s terfu tuh
terhadap operasi *.

il
ahwa

dapyy

1. Himpunan bilangan asli genap terturyp]
terhadap penjumlahan

2. Himpunan bilangan asli ganjil tidak
tertutup terhadap pengurangan

3. S =10, 1, 2, 3, 4} tidak tertutup baik
terhadap pengurangan maupun terhadap
penjumlahan.

4. C={a, b, ¢, d, e} dengan operasi * yang
didefinisikan seperti pada tabel 22
tertutup terhadap operasi *. A |

Silakan
diperiksal!

B. SIFAT-SIFAT OPERASI BINER

. 2 r
Sifat-sifat yang mungkin dipenuhi oleh suatu operasl bin€
pada himpunan S disajikan pada definisi berikut:

- - i unan 5
Suatu operasi biner * pada suatu hlm'Pl 5 untuk
1K

Definisi 3.2 | dikatakan komutatif jika dan hanyd)

setiapx, y € Smakax *y =y/*2f;/

Secara Operasi biner * pada S, komutatif
simbolis oVxyes, _—,sx*y:_y*xl/
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Teladan 3.12

Apabila Q+ adalah himpunan bilangan rasional positif maka
jumlahan dan perkalian masing-masing merupakan opefaesl;:
operasi biner komutatif pada Q*. Tetapi pembagian pada Q*
bukan merupakan operasi biner yang komutatif. Periksalah
pernyataan-pernyataan kebenaran tersebut?

Catatan:

Perhatikan kembali teladan 3.11 di atas, yaitu
operasi biner*padaS = {q,b,¢, d e.. } yang
didefinisikan menurut tabel 3.2 operasi biner *
pada S merupakan operasi biner yang komutatif.
Periksalahbahwaa*b=b*a=b, d*e=e*d=
¢, b *d=d*b = e, dan sebagainya. Untuk
memeriksa dengan cepat bahwa operasi biner *
pada S tabel 3.2 bersifat komutatif

Urutan elemen-elemen pada baris dan kolom
yang bersesuaian sama. Perhatikan tabel 3.2,
misalnya urutan elemen-elemen pada'kolom '
keduayaitu b, ¢, d, e, a dan urutan elemen-
elemen pada baris kedua pun b, ¢, d, e, a, pula.
Coba periksa urutan elemen-elemen pada kolom
pertama dan baris pertama, kolom ketigadan
baris ketiga, kolom keempat dan baris keempat,
kolom kelima dan baris kelima. Semua urut
elemen-elemen sepasang-sepasang sama.

Pada tabel 3.2 ditarik garis putus-putus condong

tu diagonal pertama tabel tersebut.

kekiri yai
imetris

Perhatikan bahwa tabel tersebuts
terhadap diagonal utama. Jika suatu tabel .
operasi ternyata elemen-elemennya simetris

terhadap diagonal utama maka operasi itu

bersifat komutatif. /
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Teladan 3.13

P adalah himpunan semua matriks bujyr
Apakah perkalian matriks pada P merusa
komutatif? Tentu tidak memenuhi sifat F;é‘kan Oerag;
ambil sebarang dua matrik d Omutatig, . "%
engan ordo 2x2 + Migy)
sebagaj beriky. M

n
Bhar bemdod
02

(b DG =0 28
(—12 —35}(; 2)=(—49 —?7)'
Berarti

23 =7 G0

Jadi perkalian matriks pada P tidak bersifat komutatif.

Suatu operasi biner * pada suatu himpunan S

Deﬁnisi . bersifat asbsiétif jika dain “hanya jika untuk

335" 'SétiaP X;y; ze S berlaku (x *y) * 2 =x*(y*2)

Secara Operasi biner * pada S Dbersifat asosiatif

simbolis &S NXY ZES:: »(x*y)"fz=£‘[}’_i{];_,_.,
Teladan 3.14

baik perkalian maupun penju™

Pada himpunan bilangan asli,
lah kebenarannya!

lahan bersifat asosiatif. Periksa

Teladan 3.15
Perhatikan kembali tabel 3.2 pada teladan 3.11

(b*c)*d =d*d=b danb*(c*d)=b*a=b

Jadi (b*c)*d=b *(c *d), begitu pula untuk
(d*e)*d=c*d=adan d*(e*d)=d*c=a e,
jadi (d *€) * c = d * (e * d) dan seterusnya periksalah send!
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sehingga operasi biner o pada S = { a, b, ¢, d e } yang
didefinisikan seperti pada tabel 3.2 bersifat asosiatif

Teladan 3.16

R adalah himpunan bilangan riel. Operasi biner o pada R di-

definisikan sebagai berikut:

Untuk setiapa, be R, aob=a +2b

Apakah operasi biner o pada R bersifat asosiatif?

Ambil sembarang a, b, c € R sedemikian sehingpa:
(eqob)oc=(a+2b)oc=a+2b+2c dan
ao(boc)=ao(b+2c)=a+2b+ 4c.

Maka (@ob)oc =ao(boo).

Jika operasi biner o pada R tidak bersifat asosiatif?.

Teladan 3.17
Berdasarkan teladan 3.9 di atas dipenuhi sifat komutatif sebab

untuk setiap x,y, z € R, maka
Xy g X+y+ 1

= y+x+ 1 (sifat komotatif
penjumlahan pada R)

= yrx

Dan juga bersifat asosiatif sebab
(xvy) 7 = (x+y+1) .z

]

(x+y+1)+2z+1

= X+y+242

X *(yez) xe(y+z+1)
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T Xtyiza;
Teladan 3.18
Pada Teladan 3.11 Operasi biner «
' b . .
asosiatif, Frelfat kom

Utats b

Latatan: -bahway sifat komutatif pagy tabe]
ditunjukkan dengan melihat kesime Cayley

Teladan 3.19 \J

Diberikan Zs; himpunan terdiri atas bil
modulo 3 dengan operasi biner

angan-bilangyy, bulat
®. Sehingga diperg]

Cayley yang simetris terhadap diagonal sebagai berikut. oty
@ c 1 z
clc 1 z
11 2 ¢
212 o 1
Tabel 3.3

Terlihat pada tabel 3.3 di atas bahwa unsur-unsurnya simetris

terhadap diagonal utamanya, maka operasi biner @ bersifat
komutatif.

olt
2 William D.Blair & John A.Beachy. Abstract Algebra Wi
Introduction. Prentice Hall, Inc, 1990, hal. 94.
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S efinisi 3.5 | Unsur e disebut sebagai unsyr identitas pada
himpunan S dengan operas;i biner *, jikae *q =

a*e=a Vaes.

.—-ﬂ"f—"-—:—‘:—-_ It

pefinisi 3.6 | Himpunan § dengan operasi biner » dan e
Unsur Invers sebagali unsur identitas, g le§ disebut
invers dari a terhadap * jika q % g~ = g1«
a = e,untuk setiapae$ 3

~Catatan : Jika hanya dipenuhi a » ™! = ¢ maka a~disebut |
~ invers kanan dari a dan jika hanya dipenuhi |
a.-*q =e maka a~? disebut invers kiri dari a.
~ Analog untuk unsur identitas Kiri atau kanan,

Teladan 3.20
Unsur 0 merupakan unsur identitas pada R dengan operasi + dan

invers dari x € R adalah -x € R. Unsur 1 merupakan unsur
identitas dari R* dibawah operasi perkalian dan x € R* inversnya

sl -,
X

Teladan 3.21

Pada teladan 3.19 unsur C adalah unsur identitas dan dari tabel
dapat dilihat bahwa 1 inversnya 2 dan sebaliknya.

—————

3 David S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algebra.
Hall, Inc, 1991, hal. 19.

Prentice
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Teorema 3.1 ' i
Jika himpunan § terhag
me yai X
mpunyai elemep identliat:aopmerElSi B
N aka 8r s

identitas itu tunggal

Bukti:

Mi i
llsalkan himpunan S terhadap operasi bj
elemen- A Iner*
. men-elemen identitas e; dan e, dengar Mempupy,;
arena e; elemen identita uE
s pada Sdan e i
2 € Smakae .
1°€) 2

ez, seda *er= ilai
'd, ngkan ez * e; = ez. Dilain pihak karena
: e
identitas pada Sdane: €5, makae;*e;= e *e e
. = €1 €= ¢,

Jadi e; = ez Ini berarti elemen identitas pada S terhag
adap

operasi biner * adalah elemen tunggal.
=

Teorema 3.2

Misalkan * adalah suatu operasi biner pada
nS. Jikax €S mempunyai invers

himpuna
* maka invers dari X

terhadap operasi
tersebut tunggal.*

Bukti:
S terhadap operasi binel

» adalah

jdentitds

Misalkan invers darix €
S dan misalkan elemen ”

x; dan xz dengan X1 X2 €

S terhadap operasi biner
i ' *x;=xg *X=6
invers dariXx, maka x ¥ X1=X1 e ekt

x adalah invers dari x,
Ini berarti bahwa inver

adalah tunggal.
]

__#-’-ﬂ
'rd (ﬁt!on’

Viacom Company, New

tract Algebra: Third E s
lley & Sons: inc, 1977
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n3.22 . .
reladan 3.10 tidak mempunyal unsur identitas tetapi

asing ansur @, b, € merupakan unsur identitas kiri

sing- <
a 4r mempunyai invers ? coba periksa !

JTPakah setiap uns

Teladan 3.23
(1) B® {302 -1,0,1,2,3, ..}
Elemen identitas dari B terhadap penjumlahan adalah 0,
sedangkab elemen identitas dari B terhadap perkalian
adalah 1. periksalah kebenaran pernyataan itu!
(2)- Misalkan P adalah himpunan semua matriks bujur sangkar
Kita telah mengetahui bahwa:

berordo 2.
e 56 D=6 IC

Maka elemen identitas dari P terhadap perkalian matriks

1 0
adalah ( 1)
Sedangkan elemen identitas dari P terhadap penjumlahan

adalah (g 8)

eladan 2.11 diatas, yaitu operasi biner * pada
n menurut tabel 3.2. Coba

“dari S terhadap operasi

(3). Perhatikan t
S={a b ¢ d e}yang didefinisika
perksalah bahwa elemen identitas
biner * adalah a.

Teladan 3.24

Perhatikan C= { a, b, c,d, e } dan operasi o pada C didefinisikan

Seperti pada tabel berikut ini:
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‘ ¢ d7e 4 R O
O\
d d e g 6 . \
\
e e a b C d
Tabel 3.4

Cara membaca tabel 3.4 di atas, elemen yang dilingkari adalz!
hasil operasi dua elemen. Seperti b o ¢ dan ditulis b o ¢ =4
Selanjutnya dapat diperiksa bahwacoe=b dob=e aod=t
dan seterusnya. Adapun cara memeriksa dengan memperhatiks®
setiap x, y e C kita perhatikan bahwa x oy € C pula Hal ini
berarti bahwa operasi o pada C adalah suatu operasi bine.

komutatif, K2

yang terle”
da tabe!

Untuk memeriksa apakah operasi biner o bersifat
dapat memperhatikan kesimetrisan unsur-unsur
bersebrangan pada diagonal utamanya. Simaklah Pi’co 4
diatas! Kita menyaksikan bahwa aob=boa= bboc”

dan seterusnya.
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/-T-Irm punan tak kosong S dengan Satu atau lebjh

g operasi biner disebut Strykyy, Aljabar
pefinisi 3: Dinotaflkan dengan (S, *), (S, «, #), dan
sebagainya.®

S

Teladan 3.25
pada himpunar (2, + ) dan (Z, +, x) masing-masing adalah
sruktur aljabar, dan juga himpunan pada contoh-contoh ter-
dahulu beserta operasi binernya.

Pada bab berikutnya akan dipelajari struktur aljabar grup
dengan satu operasi biner, dan struktur aljabar Ring, daerah
integral dan lapangan dengan dua operasi biner.

\ |
L . bar. IKIP Malang, 1989 |
ha]-40. oY Muhsetyo. Pengantar Struktur Aljabar.
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SOAL-SOAL UNTUK LATIHAN

1. Misalkan S adalah himpunan semua bijlg
Didefinisikan operasi * pada § bahwa ¢
€S.

a. Tunjukkan bahwa * merupakan o
b. Tentukan solusi dari persamaan

2. Diberikan himpunan bulat Z dengan
*b=ab-1, Va,b eZ
a. Jelaskan apakah * suatu operasij biner !

b. Apakah * bersifat asosiatif dan komutatif ?
¢. Tentukan unsur identitasnya (jika ada) !
d. Apakah setiap unsur mempunyai invers ? Jelaskan I

3. Operasi * didefinisikan pada S = {1,2,3,4} sebagai berikyt -

ngan real

kec
Uali
&b_-_.a_'_b li

vap ok

ba, )
Perasi bipe,
2*x*3=7ms
Operasj * dideﬁ"iSikana

Va,b €S, didefinisikan a * b = {';in{a» b}, ax g
’ a=

a. Buattabel cayleynya

b. Jelaskan apakah * suatu operasi biner ?

. Apakah * bersifat komutatif dan asosiatif?

d. Tentukan unsur identitasnya (jika ada)

e. Apakah setiap unsur mempunyai invers ? Jelaskan !

4. Diketahui M(R) = { fus/a, b € R, a =0, fo: R D R, fap(x) = ax*
b}. Didefinisikan operasi  pada M(R) sebagai komposis
fungsi. Tunjukkan ° operasi biner. Apakah operasi tersebut
menmiliki sifat komutatif dan asosiatif ?

5. Buktikan jika operasi biner * pada § bersifat komutatif dan
asosiatif maka va, b, ¢, d € S berlaku (a*b) * (c*d) = ({4
*q) +*b. wE

6. Jika * dan @ adalah operasi biner pada S, maka ?*("ka ya
(a*b) @ fa *c), va, b, ¢ € S. Benarkah pernyataan im?]lngkal
buktikan, jika tidak berikan contoh yang meny?

pernyataan tersebut.
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" Misalnkan * suatu operasi biner pada S lengkapi titik-titik
perikut:

a.

b
G
d.
a

« tidak asosiatif jika dan hanya jika....

= tidak komutatif jika dan hanya jika
e €S bukan unsur identitas untuk * jika dan hanya jika

tidak ada unsur identitas untuk * jika dan hanya jika ...

. Tunjukkan dengan tabel bahwa perkalian merupakan

operasi biner pada himpunan S ={1,-1, i,—i} dimana
i=v—1

Tunjukkan bahwa S terhadap perkalian (i) bersifat
komutatif (ii) bersifat asosiatif (iii) mempunyai elemen
identitas dan (iv) setiap elemennya mempunyai invers.

9. Perhatikan tabel dibawah ini yang merupakan definisi dari
operassi # pada himpunan S={a,b,c,d}.

Ly T nla
OO AL Tl

b
a
C
d
b

A0 o oo
O o 00 AW

Apakah # merupakan operasi biner pada S? Jelaskan!
Apakah # pada S bersifat komutatif? Jelaskan!
Apakah # pada S bersifat asosiatif? Jelaskan!

Apakah S terhadap operasi # mempunyai elemen
identitas?

Apakah setiap elemen S terhadap operasi # mem
invers?

punyai

0. Pertanyaan sama dengan nomor 9 untuk operasi A pada 5 =

{q,

b, d } yang didefinisikan menurut tabel berikut inl.
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a 0 o W D—l
o 0 o | oo
P AN T| T
o8 QA 0l o
n T o QA A

Perhatikan lagi tabel pada soal nomor 9 dan pg
benar ataukah salah pernyataan - pernyataap beriku:;::.r, 1
I

a).a # (dAc)=(a#d)A(a#c)
b).(dAc)#a =(d#a)A(c#a)
c).dA (c#b) =(dAc)#(dADb)
d).(c#b) Ad =(cAd)#(bAd)

11. (a) Ada berapa cara melengkapi tabel Cayley beriky inj
jika u merupakan unsur identitas. '

* q v

u

v

(b) Apakah tabel dapat dibuat jika u dan v keduany
merupakan unsur identitas ?

(c) Buktikan bahwa himpunan S dengan operasi biner *
hanya mempunyai paling banyak satu unsur identitas
12. Buktikan setiap operasi biner pada himpunan yang terdit
dari satu anggota bersifat komutatif dan asosiatif!
13. Jika x *y=2x +3y - 5, hitunglah:

(a).7*4
(b).-5+8
(c).9*.6
(d).2a*3p
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PENGERTIAN GRUP

Tujuan Umum Perkuliahan (TUP)

Setelah selesai perkuliahan mahasiswa dapat memahami
suatu himpunan terhadap suatu operasi biner merupakan
grup, sifat-sifat sederhana dari suatu Grup, Koset kanan dan
kiri, order unsur grup, SubGrup dan Grup Siklik,

Tujuan Khusus Perkuliahan (TKP)

Setelah selesai perkuliahan mahasiswa diharapkan

mampu:

a)
b)
c)
d)
e)
)
g)

h)

)

k)

Mengidentifikasi suatu himpunan bilangan terhadap
operasi tertentu merupakan suatu grup;

Membuktikan sifat-sifat sederhana suatu grup;
Menerapkan sifat-sifat sederhana suatu grup;
Menentukan penyelesaian suatu persamaan dalam suatu
grup yang diketahui;

Mengidentifikasi suatu himpunan bagian dari suatu grup
merupakan suatu subgrup atau bukan;

Membuktikan bahwa himpunan bagian dari suatu grup
merupakan subgrup;

Membuktikan sifat-sifat yang berkenaan dengan
subgrup-subgrup dari suatu grup;

Menentukan koset Kiri atau koset kanan dari suatu grup
dalam grup tertentu;

Menentukan teorema yang berkenaan dengan koset-
koset suatu subgrup dalam grup tertentu;

Menentukan hubungan order suatu grup dengan order
dari subgrupnya;

Menentukan hubungan order suatu elemen grup dengan
order dari grupnya;
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1) Mengidentifikasi suatu grup siklik;

m) Menentukan periode suatu elemen dar; ¢

n) Menentukan elemen penghasil (generato
grup siklik; membuktikan sifat-sifat gru
sifat subgrupnya;

taty grup.
") dalap, ;uatu

0 sy,

P siklik g, |
at.
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L BAB IV i

Pada bab ini akan dibahas tentang pengertian grup, order -

grup dan sifat-sifatnya. Selanjutnya juga dikaji pengertian
tentang grup permutasi, order unsur grup beserta sifat-sifatnya.
Begitu pula membahas mengenai konsep subgrup, grup siklik,
dan sifat-sifatnya, koset kiri dan koset kanan serta Teorema
Lagrange dan yang terakhir dibahas tentang grup hasil kali

langsung.

A. PENGERTIAN GRUP
Kajian tentang grup merupakan pembahasan utama pada

Struktur Aljabar atau Aljabar Abstrak. Suatu himpunan dengan
sifatnya tertentu adalah

satu operasi biner yang memenuhi sifat-
Aljabar atau Aljabar

merupakan ide sentral dari Struktur
Abstrak atau bahkan dalam Matematika modern.

Misalkan kita mempunyai persamaan a+X = b dengan
a,b € R. Proses dalam menyelesaikan persamaan tersebut
untuk mengetahui nilai x dapat digunakan langkah-langkah dan

sifat-sifat operasi + pada R sebagai berikut:

a +x = b (diketahui)
-a + (a +x) =-a +b (ruaskiri dan kanan
(-a+a)+x =-a+b (sifat asosiatif + pada R)
0 +x =-a +b (karena -a+a =0)
x =-a+b (sifatdari0 sebagai un

ditambahkan -a)

sur identitas)
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Begitu juga untuk persamaan ax = b (e, .
{0}, maka dalam menyelesaikannya digunakap lan
seperti diatas dan sifat-sifat operasi perkalia
sebagai berikut:

ax = b (diketahui)

Qp €
gkah‘langﬁa\
Pada Q%';

1 1 . .

= (ax) = -‘;b (ruas kiri dan kanan dikaliakay, 3
1 1 . . . ¢

(Z a)x = - b (sifatasosiatif perkalian pada Q-(o))

b 1 .
(l)x_ == (karena - adalah invers Q)

o

x = — (karena 1 adalah unsur identitas)

t+]

Dengan demikian diperoleh penyelesaian kedua persam;.
an diatas adalah x=—a+b dan x = %,dan merupakan pe-

nyelesaian tunggal.
Secara umum dikatakan bahwa suatu Struktur Aljabar §

dengan operasi biner * yang bersifat asosiatif, adanya unsur
identitas dan setiap unsurnya mempunyai invers, maka
persamaan ax = b, dimanaa,b €S mempunyai penyelesaian
tunggal (trivial solution). Struktur aljabar dengan satu operasi
biner yang mempunyai sifat demikian disebut Grup dan
definisinya diberikan berikut ini.
I
Suatu himpunan G dengan Operas_i
biner * disebut grup jika memenuhi aksiom¥
Definisi 4.1 | aksioma berikutini, —
Grup.! 1. G dibawah Operasi * bersifat asosmtli
ArtinyaV x,y,z €G berlaku (x*Y)

z=x*(y*2) /

mon & Schus

1 Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, Si
Viacom Company, 1995, hal. 41.
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/hz. Adaunsuridentitase € G AIW
setiap X € G berlakue * x = x 4 ¢ =x
3.Untuk setiap x € G, memiliki invers |

x"' € G sehinggax»x 1=x-1,,_,

/ .
Grup G dikatakan Grup komutatif (Grup

Abel) atau abelian grup, jika G dibawah operasi
* memenuhi sifat komutatif artinya untuk
Vx,y €G berlaku xxy=yxx

pefinisi 4.2

Berikut ini diberikan beberapa teladan yang dipandang
penting untuk Kkita kaji secara teliti dan hati-hati karena
keabstrakan objek kajian semesta pembicaraan berdasarkan
definisi dari himpunan dan operasi yang diberikan.

Teladan 4.1
Pada himpunan-himpunan bilangan Z, Q, R, dan C di-

bawah operasi + adalah merupakan Grup.

‘Pada himpunan-himpunan tersebut di atas berlaku sifat
Asosiatif; memiliki unsur identitasnya adalah 0 dan invers dari x
adalah -x.

Jika dikaji dan diteliti lebih dalam lagi, ternyata setiap
unsur dari himpunan-himpunan di atas dengan operasi +
bersifat komutatif, ini berarti bahwa grup-grup tersebut
merupakan grup-grup komutatif atau grup abel.

Tugas kita selanjutnya adalah memeriksa atau mengana-
lisis sifat-sifat dari (Z+), (Q+), (R+) dan (C+)? Apakah benar
bahwa (Z+) memenuhi semua sifat-sifat dimaksud diatas?
Begity Juga untuk (Q,+); (R,+); dan (C,+). Silakan diperiksa!

"Salkan untuk (7,4), apakah operasi + pada Z bersifat
3Sosiatif 7 iy | ¥
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Misalnya kita ambi)
.(s?but X,y dan z) maka ber|,
ini berartj sifat asosiatif terp

Sebarapg ..

ku bahwg bllangan‘h'

€nuhj,
Begitu juga be

komutatif terpenuhi,

rlaku (X + y) L

miliki unsyr 0, dima

na jika kir. .
, selalu berlaky ¢ . ) =J;kf l[;lta pily

berarti bahwa 0 ini disebyt unsur identitas dj z ol

ﬁ__.-—-_“h-
= |
kiinvers? |

~Selanjutnya aﬁgka‘h ,Séfi'aﬂ'unsur‘zl memili

Jika kita kembali pada pengertian invers, ternyata jika kita
pilih sebarang x bilangan bulat, kita juga selalu dapat menun
jukkan -x bilangan bulat juga sehingga x + (-x) = (-x) + x=0.Ii
berarti bahwa -x adalah invers dari x.

Dengan demikian, karena pada (Z+) memenuhi sem
aksioma berdasarkan definisi 3.1 maka disimpulkan bah2 (i
merupakan Grup Abel.

); (Re) &

Begitu pula untuk memeriksa kebenaran (Q+ o

ifat a
(C,+) dengan cara mengikuti langkah-langkah (bers!
terhadap Z di atas.

Teladan 4.2 o Q.{O}, R-{0)
Pada himpunan-himpunan bilang pel diba*?

adalah grup-grup komutatif atau grup-grup

rasi perkalian. .
Catatan: Q-{0} dibaca hlfn
bilangan rasional selain 0 atau him

tidak memuat 0

punan yan 35ioﬂal

punan bilané
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pada himpunan—himpunan tersebut semua unsur-unsur-
, persifat asosiatif pada perkalian, unsur identitasnya adalah 1
n

1 .
s dari X adalah = Akan Tetapi Z-{0} dengan operasi

dan inVEI'
erkalian adalah bukan grup, sebab 2 € Z — {0} tidak mempu-
oyl invers. Artinya tidak ada x bilangan bulat jika dikaiikan 2

mengahasilkan 1 (silakan diperiksa)!.

M(R) himpunan yang anggotanya matriks-matriks beror-

do 2 x 2 dengan operasi penjumlahan. Maka M:(R) adalah grup

komutatif atau grup Abel.
Unsur identitas e adalah berupa matriks nol dan invers

dari matrik A adalah -A, VA € Mz2(R).

Namun Mz(R) dibawah operasi perkalian bukan grup
karena tidak setiap matriks di M2(R) mempunyai invers, seperti

misalnya B = (i g) dimana det(B)= 0 berarti B tidak memiliki

invers. Silakan diperiksa!

Teladan 4.4
Mz(R) adalah himpunan terdiri atas matriks-matriks yang
determinannya tak nol dibawah operasi perkalian adalah grup.

Dalam perkalian matriks dengan ordo 2x2 bersifat asosiatif.
; 10
Unsur identitasnya adalah matriks identitas € =, 1) dan

setiap matriks A eM,(R) mempunyai invers matriks yaitu A
'eMz(R). Artinya jika A= (“ g) dimana ac — bd # 0 maka
c
a -C
a b ac-bd

ac—bd

; : o -bd
nvers dari A adalah A-iz___l_..(c d)=( = acd )

ac-bd ac—bd

Silakan diperiksa!
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Teladan 4.5
pada teladan 3.9 (R, * ) adalah grup Abe)

e Operasi * pada R bersifat asosiatif

e Unsur indentitasnya e = —1, untuk sebaray
maka berlaku 5 ag
axe=ax—1=a+(-1)+1=a dan
exa=—-1xa=(-1)+a+1=a

e Untuk menentukan invers x € R adalah sebagaibenkm
x1xx=e berarti x™'*x=—1maka x4 y4.
—1 sehingga diperoleh x™! = —x — 2

Berlaku juga x*x~'=e berarti x*x™" = -Imik
x + x~1 4 1 = —1 sehingga diperoleh x™! = —-x-2
Jadi invers dari x € R adalah xl=—x-2
Misalnya invers dari x = 3 adalahx™" = -3-2=-5

Teladan 4.6
Tunjukkan struktur aljabar ( F, +) pada Teladan 3.7 adalah

grupl.

Solusi: Misalkan f,g,h € Fdan x€R
1. Sifat assosiatif terpenuhi
((frg) +h)(x) =(f + g)(x) + h(x) definisi 0
lahan pada F

perasi peni’

unﬂahanpadaF

~(f(x)+ g(x)) + h(x) definisi operasi pen)
pade

= flx) + (9(x) +h(x)) sifat asosiatif penjumlahém

: adﬂF
=f(x) + (g+h)(x) definisi operasi pen)umlahaﬂlJ

. daF
= (flg + h))(x) definisi operasi penjumlaha’ pa

Jadi (f+g) + h=f+(g +h)
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5. Ada unsur identitasnya adalah fungsi f, < f yang
didefinisikan sebagai fo(x) = 0, ¥k e R, sehingga untuk
separangf € F berlaku:

(fo+ (X = folx) + (%)
= 0+f(x)
=
Dengan cara yang sama dapat diperoleh (f+ fo)(x) = f(x)
sehingga diperoleh fo+f= f+fo=f
Jikag € F maka invers dari g adalah -g eF yaitu fungsi
yang didefinisikan sebagai (-g)(x) =-g(x), Vx e R
sehingga:

g(x) + ((9)(x)
g(XJ +(-(9(x)))

Sfo(x)

(9 +(9)(X)

Dengan cara yang sama dapat diperoleh ((-g) + g)(x) =

fo) |
Sehingga diperolehg + (-g) =-9+9 = fo

Jadi -g invers dari g (terbukti).

Perhatikan struktur aljabar ( F, ¢) bukan merupakan grup,

kenapa demikian? Silakan cari alasannyal.

tid

rh -
Definici Misalkan G adalah grup hingga (finite grup).
gkl | j ' taan G
Order Grup.2 Order dari G adalah banyaknyar_keanggq an
" | Dinotasikan dengan O(G) atau |G].

N :
]!ka banyaknya anggota G adalah n, maka 0(G) =1 -
Jika G adalah grup tak hingga (infinite grup) me

42k memiliki order dan ditulis O(G) = 0-

ka G dikatakan.

R

\ 7
ra. Prentice

* Davig S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algeb

H
al], Inc, 1991, ha, 37,
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Teladan 4.7
]lka Z7 - { 01 1: 2, 3! 4'1 5- 6}; maka 0(27) =7

Teladan 4.8
Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat

Kar
keanggotaan Z tak hingga banyaknya, maka O(Z) = @ eny
Teladan 4.9

(Zs, ® ) adalah grup Abel.
Perlu diingat bahwa representasi dari Z, = (0,1, 2.3)
berarti 0(Z,) = 4

(Z4, @) dapat diperhatikan pada tabel Cayleynya

®C 1 2 3
Q0 i 2 3
1 1N\2 3
5:9 C 1
33 C 1 2
Tabel 4.1

Dari tabel 4.1 di atas dapat dilihat bahwa:

a) Unsur identitas 0
b) Invers dari 0 adalah 0
Invers dari 1 adalah 3

Invers dari 2 adalah 2

Invers dari 3 adalah 1
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Grup ini merupakan grup yang komutatif sebab jika
Jiamati pada tabel 4.1 cayley terlihat simetris terhadap diagonga]
ytamanya. Sedangkan untuk sifat asosiatif tidak dapat diamat;
pada tabel, sehingga kita harus mencobanya saty persatu,
gebagai ilustrasi dapat dilakukan seperti contoh berikut.

1®2)®3=3@3=2
102®3)=101
1®2)®3=102D3)

2

dan seterusnya.

Secara umum dapat ditunjukkan sebagai berikut :

Misalkan X, y,Z € Z,, maka

I@@F®Z) = X@®(y+z) definisi penjumlahan pada z

x+{(y+2z) definisi penjumlahan pada z4

(x+y)+2z assosiatif penjumlahan pada z

X+y)®Dz definisi penjumlahan pada zs

(X¥®y)® z definisi penjumlahan pada z4

Teladan 4.10
. Misalkan G = {-1,1}, tunjukkan bahwa (Gx) adalah grup.
Silakan diperiksa! Maka 0(G) =2

Teladan 4,11

Misa] a1 0,1 0;,-1 0,1 0 k

N kan Mi={], 1|,|0 _1|,|0 1|,|0 4|} Maka
1

X) adalah grup, Berarti o(M) =4
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Untuk memudahl;,
lebih dahulu buat tabel
(1) unsur identitasnya (
dapat diamati pada m
titas, dan (3) sifat aso

Caweynyale;alkan Masy], i

2) ' o perhatikan i s tey
. masmg-maging Unsyy lfat_sifath .

asing-masing Memilj; . e

inv
’ - 2 uat Ersl
S1atif terpenyh; karen perka]lfnsur ey
13 ’

2pakah syt |, Mt

barisg Mmem

Teladan 4.12

Misal G = {e, aj grup dengan Operasi kalj, ¢

; . . €rupakay
unsur identitas. Coba perhatikan

Pada tabel untyk grup (G, )

Solusi:

Karena e unsur identitas maka pertama-tama kita by
‘label cayley berikut ini

ea
e €a
a a.

-elemen-
Selanjutnya melakukan analisis terhadap elemen

nya. Andaikan a.a=a?

-1
—al.(a.a) = a’.a
—(al.a).a= e
2
kontradiks! dens
= e
— a =

ketunggalan unsur identitas.
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Karena unsur di G adalah hanya g dan e, ma)
_ ¢: sehingga diperoleh tabel 3.2 untuk grup (G,.) adalah,
jFe :

. ea
.-—-"--__—-
e e€a

—

a 4ae€

Teladan 4.13
perhatikan gambar suatu baling-baling berikut.

R adalah rotasi dengan sudut dan sudut
putaran 90° (berlawanan arah dengan
D ~ arah perputaran jarum jam), ditulis

R (0,90°) =R
RoR =R (0, 180°)= R
R20R=R(0,270°)=R3
R2oR=R(0,360°) =I=R¢

Jika G = {I, R, R?, R3} terhadap operasi perkalian o, maka G
merupakan suatu grup abelian. Dimana I menyatakan trans-
formasi identitas yaitu baling-baling pada posisi semula.

A. SIFAT-SIFAT GRUP

Dalam pembahasan selanjutny .
penulisan jika suatu grup G yang tidak diberikan definisi darf
operasi binernya, maka G adalah suatu grup dibawah operafl
perkalian atau operasi titik. Perlu diperhatikan adalfih yang d;;
maksud operasi disini adalah operasi dalam pengertian abstra
artinya tergantung definisi yang diberikan.

Untuk mengenal lebih jauh tentang
disajikan teorema-teorema mengenai sifat-si
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grup. Teorema ini dimaksudkap
a

mengetahui lebih detail tentang grgar PéMbacy dapat

up.
Engenal

Teorema 4.
Hukum ' }? alam suatu grup G gan X
ukum pencoretan (kansela;‘j;‘ e berlg,
' )

Kanselasi.3
1. Pencoretan kiri : Xy =
X Dy=,

2. Pencoretan kanan : VX m:\}
Y=z

xy =xz  (diketahui)

Bukti :

—  Xx!(xy) =x(xz) eksistensix’e G (aksioma3)
—  (xx)y= (x1x) z asosiatif (aksioma 1)
— ey =ez definisixlx=e

— y = zdefinisie.

n kedua juga dapat
ruas kiri dan kanan

Dengan cara yang sama bagia
dibuktikan, yaitu dengan mengalikan
dengan x! dari kanan. =

aan ax

Dalam grup G, persam

Teorema .
dengan ab €G mempunyal P |

4.2 Trivial
solution.*

| =b
E ¢ ek maah
Bk Misalkan X = a b adalah solusl dari pers
karena;
o al "
|

Beachy Abstrac
& John A Be 4.

3 william D.Blair 1.9
Introduction- Prentice Hall, InG, 1990,

4 Ibid.
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ax = a(a™'b) substitusi

(aa™')b sifat asosiatif pada grup G

—
—_—

(e)b definisi invers

l

— b definisi identitas

Gelanjutnya, untuk membuktikan ketunggalannya dimisal-
kan x1 dan Xz merupakan solusi dari persamaan ax = }
maka ax; = b dan axz = b. Sehingga ax; = axz, dan menurut
hukum konselasi kiri (Teorema 4.1) diperoleh x; = x.. Jadi
terbukti persamaan ax = b mempunyai penyelesaian

tunggal. o

Bukti untuk persamaan ya = b adalah analog dengan bukti

ax = b.
Teorema diatas menunjukkan bahwa pada Tabel Cayley,
setiap unsur dari grup hingga tepat muncul satu kali pada tiap

baris maupun pada kolomnya.

Teorema 4.3 || Unsur identitas suatu grup G adalah tunggal.
Ketunggalan.5

Bukti :

Misalkan ada e;, e; masing-masing unsur identitas dari G,

maka berlaku ¥% € G, e;x =xkarena e;unsur identitas di G, dan
e>x =x karena ez unsur identitas di G
pat disimpul-

Sehingga berdasarkan persamaan diatas da
nggunakan

::']lubahwa exx = e;x dan selanjutnya dengan me
M pencoretan kanan diperoleh er = €z-

~———
. ’bid'a hal. 9s.
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Karena e; = :
= ez berarti b
ahwa y
nsur iq
e

tunggal. - Mtitas (; A

a3}

Teorema [§ Setiap uns
ur grup G .
4.4 ll =5P Meémpunya Invers tunggal

Bukti :

Misa ¢
_ lkan a € G dan a;?, az? berturut-turut invers darj
Maka diperoleh s dalg
=4 - :
arla =e sebabaj!inversa
ala =e sebab az?inversa

berdasarkan teorema 4.3 bahwa e adalah tunggal, sehingga
didapat arla arla. Dengan menggunakan hukum

pencoretan kanan diperoleh ar! = az?
Karena a;! = az?, hal ini berarti bahwa invers dari

suatu unsur di G adalah tunggal.
0

2 vk €6 berlaku

Teorema 4.5 || Jika G suatu grup, mak

Double (x-1)—1 =X
Invers.6

Bukti:
Misalkanx € G makab

erlaku

= e definisi invers Jerd®
s diopesi”

— x1x
(x1 )1 e Kedua It

—

— (x-l)-l(x-l x)...
unsur sama
I
amit & Richard

?rﬂ“uce

tract Algeb™

M.Foote’

6 David S.Du

Hall, Inc, 1991, hal. 19.
ah
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- [x1)1 Sifat asosiatif pada G
1)1 x1)x= (x')
P ((X') 3
(x_t)-i definisi invers
ex =

[X-I)'f definisi unsur identitas
x.‘:

-

jadi (x )TN =%

Jika G suatu grup dan X, y € G maka berlaku
() =y ixt7

Bukti :

Karenax,y €G maka xy € G, sehingga berlaku

> )'xy =é€

& ))yt= ey
> @)IxOy)= !
- (xy)ixe =yl

- (g)}ix =yl

- (xy)ixx! = ylx1
- (y)le =yixi

- (xy)! = ylx!?

Teorema 4.7 [[jika G adalah suatu grup dan Xi, Xz .o

™ - .1 1 =Josnnann
G, maka berlaku (X1X2X3..Xn)? = Xn"X7nl

Xx21x;1

Teorema 4.7 ini merupakan akibat dari teorema 4.6_
Sehlngga untuk membuktikannya menggunakan analogl
€Ngan byukt; teorema 4.6

" Ibiq
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Berikut ini disajikan Teorema yang me

grup berdasarkan pada aksioma (kiri). mb!‘-‘rikan deﬁhig

Teorema 4.8 (| Misalkan G himpunm
Ng dep

operasi dikatakan gryp jika dq gan
memenuhi aksioma berikut.8 . han}fa
1. Hukum assosiatif -

() z=x (yz)
2. Ada unsur identitas kirj - Yk €G, 7, -
sehingga ex = x '
3. Ada unsur invers kiri : v ¢ G, Hieg

sehingga xx1=¢e

Bukti :
Jika G grup maka menurut definisi 3.1 maka terpenhui
aksioma 1, 2, dan 3. Sebaliknya, jika G # @ dan G meme-
nuhi aksima 1, 2 dan 3 maka G Grup. Untuk membuktikan
G grup, tinggal membuktikan unsur identitas kiri e, juga
merupakan unsur identitas kanan dan jika x? invers kiri
dari x, juga merupakan invers kanan dari x.

Jika x1 adalah invers kiri dari x maka:

— xIx =e

- (x1x) x1? = ex!

—>x1 (xx1) = x1

- (X)) = (x)x

() x) (x) = e

— exx1) ol

— xx1 & £

198%
p Malan®

; 1
® Gatot, Muhsetyo. Pengantar Struktur Aljabar. IK
hal. 65.
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X1 merupakan invers kanan dari x

Jadi
jika € unsur identitas Kiri vk € G

— eX =i il

" [xX‘UX = e

> X(X-Ix_) =e

— Xe =&

Jadi e merupakan unsur identitas kanan. Selanjutnya

diperoleh x’x =xx!=edanex=xe=e.

Karena pada G memenuhi sifat-sifat grup (asosiatif,
memiliki unsur indentitas, dan setiap unsurnya memiliki
invers) maka terbukti G grup.

n

B. GRUP PERMUTASI

Definisi 4.4 Misalkan A adalah himpunan yang tak kosong.
Permutasi.® | Permutasi pada A adalah fungsi/pemetaan
bijektif dari A ke A.

Teladan 4.14
Misalkan jikaA = {1,2,3}.

beriktPemetaan bijektif yang mungkin pada A adalah sebagi

T :1—1 dimanam(1) =1

2 — 2 dimanam,(2) =2

~— 3 — 3 dimanam,;(3) =3

ERTTH
Wil .
l‘ntroductio la;n D'I_”a"' & John A.Beachy. Abstract Algebra With a Concrete
*Tentice Hall, Inc, 1990, hal. 131.
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Adalah Pémetaan bijekt

. iIf sehi
Pada A dan dinotasikan Sebagaj. *hingea mempaka
: n

P
m=( L 2 .
T
1(1)  my(2) Tt1(3)) =
7, = (1 2 3

Pemetaan lajp 12 3ls D))« (1)
yang mungkin adalah;
7 152
253
B33

Juga pemetan bijektif sehingga merupakan permutasj p>#;
A dan dinotasikan |

i1-2 '3

2 3 1/=02)

my =

Permutasi-permutasi pada A yang lain adalah sebag
berikut:

1T 2 3y
J73';(3, 1 2)_(132)
1 2 3,_ = (12)
m=(3 2 3)=020 (
s = (3 2 1) a3
12 3)=E3) =@
e = (1 3 mut®
ua permut® per
j dari semi¢ ¥~
Jika Sa adalah koleks! s, 6} sehingf?

pada A maka 53 = {1ry, 2, W3, 40

0(Ss) = 3! = 3.21=06
100
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Misalkan operasi pada Sa yaitu perkalian permutasi
didefinisikan sebagai komposisi fungsi. Berarti untuk sertiap ¢ Vi

e Sa

(af) = (af)(x)
=afx))  txed

Dengan demikian perhatikan ilustrasi berikut.

— . * x
@B = (o)) @) el

Perkalian permutasi atau komposisi fungsi pada permutasi
merupakan operasi biner, hal ini dikarenakan komposisi dua
fungsi bijektif dari A ke A juga merupakan fungsi bijektif dari A
ke A juga. Karena jika aeSs adalah permutasi bijektif maka
menurut teorema 2.3 « memiliki invers yang juga merupakan
fungsi bijektif. Sehingga dapat dinyatakan bahwa o! juga
pemetaan bijektif, akibatnya a? juga suatu permutasi.

1 2 3 )(1 2 3} _ (1 2 3
2 3 13 1 2 1 2 3
dapat juga menggunakan simbol yang lebih sederhana bahwa:

1y = (123)(132) = (1)(2)(3) = (1)

Cara sederhana perkalian fungsi di atas adalah dimulai dari
permutasi kedua yaitu m; kemudian dilanjutkan permutasi
pertama yaitu m,. Amati secara seksama bahwa pada 3 didapat
bahwa 1 ke 3, kemudian pada 7, didapat 3 ke 1. Jadi diperoleh 1
2 3 dan 3 > 1, sehingga disimpulkan bahwa bayangan 1 > 1.
Begitulah seterusnya.

Misalkan 7,73 = ( ) atau

Untuk menentukan invers dari suatu permutasi caranyg
adalah dengan menukar posisi atau dengan cara membalik pos.,im
Unsur-unsur dari permutasi tersebut bagian atas menjadi bagian
bawah, selajutnya diurutkan kembali. Misalnya jika 2 =
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1 2 3
(2 ’ ol T, dituljg m, !
(123) atau ,ika T[z = (123) ’ maka n-51 s (321) atay d

) = (123), maka invers darj
= (23:
312 s

(132). Pat dipy

Untuk menguji kebenaran dari aktifitas ini

mengalikannya kedua permutasi yang saling invers.k !]:T( dapa.t
komposisinya sama dengan permutasi identitas mak:dhasﬂ
disimpulkan bahwa hasil yang didapat adalah benar. o
Teladan 4.15
Jika komposisi dua permutasi (7, m,)(x) = ma(14(x))
Pemetaan 7,7, :1— 253
2> 1-52
35 3-1
) 41 2 3,1 2 3,_,41 2 3,._
Sehm_gganz‘:'r..;_— (2 3 1)(2 1 3)“(3 2 1)“"5

Dengan cara yang sama diperoleh m3m, =my; myfis=
T4, MM = M, dan seterusnya.

Sehingga perkalian permutasi pada Sa dapat dibuat tabel

cayleynya sebagai berikut :

o . M N2 MWz T N5 T

mmnzngmnsmﬁ

MTe T N3 M TNs T ™

T3 T3 T T2 W T4 T8

WMo oM M Ms m W™

nsnsmnsﬂzmm

Mg Mg TNs T4 T3 m ™

Tabel 4.3
3102
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T(-I.lll“".L“‘ 1 2 3
(., 2 l) maka  berdasarkan tabel di atas

W p =1
Jika i

1°2 8
o =l = ~ 1 7 m Begitu jue. -1 _
eroleh 72 ('3 1 .’.) 3 Bepitujuga w, ™ = 7 dan

dif
selel usnysd.

—

[ 11-01_1;!'1;‘““‘9 Misalkan A adalah himpunan tak kosong dan
Sa adalah himpunan semua permutasi-
permutasi pada A. maka S, merupakan grup

B dibawah operasi perkalian permutasi,10
__ __‘_____________-L

Bukti:
« Perkalian permutasi besifat asosiatif, sebab a,f,y € S,

dan x €A maka

((¥Bla)(x) = (¥B)(a(x)
=y(B(a(x)))

(yBa)(x))  =vy(B(ax))
=y(B(a(x)))

Oleh karena ((yB)a)(x) = (y(Ba))(x) berlaku Vx € 4,
maka ((yB)a) = (v(Ba)).
» Unsur identitas adalah permutasi i dengan i(x) =x, ¥x €A
Untuk setiap ae Sadiperoleh (ai)(x) = (a(ix)) = a(x)
Begitu pula (ia)(x) = i(a(x)) = a(x)

Sehingga diperoleh ai =ia=«a

‘*.____.__-___

Introg ° Wi“iam D.Blair & John A.Beachy. Abstract Algebra With a Concrete
Uction. Prentice Hall, Inc, 1990, hal. 132.
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* Jika o € Sa maka iny
yang didefinisikap,

y - a(x)- Sehingga:

ers dar;j
a“l( )‘aa ala Q'IYaitu
Jika da pe!‘mu
n ha Ly
nya .

ik

aa~(y) = tflf('ft‘l(y)) = a(x) =
Dipihak lajn ; Juga diperolep.

ala(x) = o 1(cz(x)) = g1
Dengan demikian ¢~ la =

Karena memenuhi sijfat
definisi terbukti S, grup.

!(y)

aa~! = ;

(1), ) dan (3) g, sesug)

- Definisi 4.5 | Jika A hingga dengan banyak unsur n maka N

Order Grup | disebut grup simetrik atau grup permuta..
Simetri.!? dari A dan dinotasikan dengan S,. Banyak|
unsur atau Order S, adalah |Sa| = n!

Teladan 4.17

Pada Teladan 4.11 S adalah grup permutasi dari A = {
1,2,3 } yang dituangkan pada tabel 3.3. dan 0(S3) =[S3| =3!=6

1. Unsur identitas adalah 7

2. Setiap unsur mempunyai invers.
dari 7 adalah @

h gdaf‘-

S
adalah m, inver
tu invers dari 7 s adalah

ai
Y 15, INVers dari

invers dari 75 adalah

seterusnya |
S3 bukan grup komutatif

3: | N
4. Sifat-sifat grup dipenuhi, antard lain
-1
(M) = (7s)
= (s)

11 Jpid., hal. 133.
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gehingga (pmy) P =my i

SUR GRUP
membahas order dari suatu unsur grup, kiranya

lu mengingat kembali tentang operasi berulang seperti
han berulang atau perkalian berulang. Operasi beru-
dimaksud diatas adalah operasi dalam pengertian
erasi biner pada grup). Berikut ini disajikan

ORDER UN
Gebelum

kita per
perljumlal

Jang yang
abstrak (yaitu 0P
peberapa definisi berikut.

Misalkan (G, *) suatu grup, jilkaa € Gdann

Deﬁnisi4.6
Eksponensial.’? bilangan bulat positif. Maka :
: — kK gk : T
a) - d' =a*a*a*....*a (sebanyak n suku)
o i | -1 = ~| :
). 4= *g *..*d  (sebanyak n
suku) et ok

0 Bl e
¢) a =€ (dimana e suatu unsur identitas

di G)

Teladan 4.18
23=2+2+

, Misalkan (Z, +) adalah grup, dan 2 ¢ 7 Maka
=6, goy 2-3 =214+ 271+ 271 = (-2 -2+ (2 ="5,

dan 2° = 0, karena 0 adalah unsur identitas di Z Sedangkan

22423 = 25
(22)3 = 26
_-‘_-.-..-__ |
nd Edition, John wiley & Sons,

12 H .
Inc, 1965, }‘:;itgl;h L.N. Topics in Algebra. Sec0

105

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Untuk (R-{0}x) adalah grup, da
23 =222=8dan 273 =271,2"12"1 =21 .
>

fn
o
m
=
/
e

1
karena 1 adalah unsur identitas dj -
00 = tidak terdefinisi karena 0 ¢ R — {0} R

2 «
22.23 =25 =32
(22)3=2(’=64

Jika (Zs,+) adalah suatu

' grup, 2 € Z
2=4+2=1dan 273=2"12"1.2"1= 35:23:-(8323 =242+
=14+3=4

Sedangkan 2?2 =0

Teorema 4.10 || Jika G suatu grup, a € G dan m dan n|
nn

Hukum bilangan bulat, maka berlaku:

Eksponen.!3 a. at.am= a™*"™

'b- (am)n — an.m

C. (a-l)n - (an)-1 o f"B

Bukti :
a) Misalkan m,n sebarang bilangan bulat positif
a.a.a.d...a

m = aq.aad..2-¢

a™. a
" sebanyak m suku

sebanyakn suku
_ aqaa@..a =a"

sebanyak n+m suku
ng bilangan bulat positif

b) Misalkan m, 1 sebara
.a)"

(a™" = (a.a.a.a--

sebanyak m suku
k nSlLku)
= a' ao a- a e ® a . a- ao al a TR q ------ g' a' a'.a eos ® a‘ (SEbanya
sebanyak m suku

sebanyak m suku sebanyak m suku

Hall, Inc, 1991, hal. 21.
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- qaad...qa

— -

sehbanyak nan suku

n.m
=da

0) Misalkan m,n sebarang bilangan bulat positif

(@ )" = a~'a”'a™" ....a"" (sebanyak n suku) = a™"

(a.a.a...a)™* definisi
= (a™)™' definisi

Terbukti untuk m dan n bulat positif.
m

Bukti lengkap dari teorema ini harus dibuat kasus per
kasus, yaitu jika m dan n keduanya negatif, jika m negative dan n
positif, dan seterusnya, disediakan kepada pembaca sebagai
latihan.

Catatan: : i :
Untuk operas1 pen}umlahan an dldeﬁmslkan sebagm na yang

berarti bahwa na= atatat:- a0 a dlmana n bulat
: sebanyak n-—suku :

posmf

-’

Sedan kan untuka -n men adl —na =l'—a a—a—--—alt
]
e b sebanyak n-suku

S

Berdasarkan Hukum Eksponen tersebut diatas untuk
Operasi penjumlahan menjadi:

1. (ma) + (na) = (m+n)a

2. n(ma) = (nm)a

3. n(-a)=-(na)=-na

R

Hall, | * David S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algebra. Prentice
+Inc, 1991, hal 21
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;.

Definisi 4.7 | Misalkan G suatu gryp dan
€ G,

Order Unsur | adalah n, dimana n bilangaj, bulss ey
Grup.1s kecil sedemikian sehingga gn - . DIi)OSltif tep.

. n o
Otasikyy

dengan O(a) =n.

Jika tidak ada atau tidak ditemukan bilangan yang demic

maka dikatakan order a adalah tak hingga atau nol, dap, dlt:!]:]
S

O(a) =0.
T

Teladan 4.19
Jika e adalah identitas suatu grup, maka O(e) = 1

Teladan 4.20
Misalkan G = {-1,1, -i, i }, dimana i = +/—1, ini berarti 0(1)

=1,0(-1) =2, 0(i) = 4, O(-i) = 4

Teladan 4.21 _ 00)-
Misalkan Zs = {0,1,2,3,4,5} maka 0(2) =3 0(

2, 0(®) =3, dan 0(5) =6,0(0) =1, 0(1) = 6.

Catatan: =~~~ " ' R b b
‘Karena order 2'= 3, maka2° =0, 2! =2, 22— 423 =0

24 = 2;- 25 =“'26 =_0_: i

Teladan 4.22
i a
Dalam himpunan bilangan bulat Z setiap unsur tak noi"y

mempunyai order tak hingga. Artinya jika a € Z maka 0(a)=0-
Z={enr3,2,-1,0,1,2,3,., ., . }

bebe Sifat-sifat sederhana dari order suatu unsur grup diberikal
Fapa teorema berikut inj.
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ma 4.11 Misalkan G suatu grup dan a e G dengan
o(a) = n. Maka unsur-unsur e =q°q, a2, g3
a™! adalah semuanya berbeda.16

----- ’

ukti:
b Dengan pembuktian kontradiksi (diandaikan memiliki

unsur yang sama). Andaikan tidak semua unsurnya berbeda.

Berarti 7p, g dan 0 <p <q <n sehingga a” = a1
o aP(aP)™* = a¥(aP)™* (kedua ruas dikalikan (a?)™"

o e = a%(a)™? teorema2.10
o e =a%9 P teorema 2.10,dimana q - p<n
aq—p —] e

Maka terdapat q - p dengan 0 < g - p < n sehingga

a9"P = e hal ini kontradiksi dengan pernyataan bahwa

0(a) = n. Dengan demikian pengandaian salah.

Jadi unsur-unsur a’ a?,a?..,a""' semuanya berbeda.
=

Teorema 4.12 || Misalkan G suatu grup, a € G, jika diketahui
o(a) = n dan a* = e jika dan hanya jika k
kelipatan n.1?

Bukti :
(€) Jika k kelipatan n maka ada q € Z sehingga k =qn
untuk suatu n € Z. Akibatnya

> ak — aqn
 a = (a™)1

e ————

. | - :
' Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, 1995 v hal 6
'7 William D.Blair & John A.Beachy. Abstract Algebra With a Concrete

Introduction, Prentice Hall, Inc, 1990, hal 106
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K
o a¥ =e9 (karenaO(a)= " \

(—)akzg

(=) Sebaliknya diketahui gk = ¢

Me i le d
SEhlngg - ’ i < t .
a k qn + ] d mana 0.._.' <n. ‘

o gk = qintr

PEN ak pom (aqn)ar
— €= (an)qar

ee=a

Andaikan r# 0 dan r <n dengan a” = e berarti 0(q)
a

<n. Hal ini kontradiksi dengan o(a) = n. Jadi haruslah r

= 0 sehingga k=qn+0=qn atau k kelipatann.
o

Misalkan G suatu grup dengan order tak

Teorema 4.13
s bilangan bulat yang

hingga dan I

berbeda dan @ #e. Maka a” # @ 18

a dengan kalimat Jika 7 # S

a di atas, sama artiny

Teorem
maka a” # @
Bukti : (Menggunakan bukti kontradiksi]
ar‘ = as

Andaikan
ar (G‘)'I = aS(a‘]"
ar(as)=¢€

al’-s =e

—

18 [bid., hal. 107.
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karena a"*= €, berarti o(a)= r-s, hal ini kontradiks;j dengan
pernyataan bahwa a mempunyai order tak hingga.
Akibatnya berdasarkan definisi order unsur grup didapat
r-s=0ataur=s. Hal ini kontradiksi dengan r # g Jadi
pengandaian a"= a* adalah salah. Terbukti g # gs

o

<

E. SUBGRUP DAN SIFAT-SIFATNYA

Kita telah mempelajari tentang konsep himpunan yang
merupakan pengetahuan prasyarat untuk mengkaji suatu grup.
Misalkan pada himpunan tak kosong A memiliki himpunan
bagian B ditulis A < B, artinya semua anggota himpunan A
termuat dalam himpunan B. Hal tersebut juga berlaku pada
suatu grup. Melalui analogi pada konsep himpunan, jika suatu
grup yang semua anggota termuat di dalam grup lain (dibawah
operasi biner yang sama) disebut subgrup.

Sebagai ilustrasi misalnya himpunan semua bilangan-
bilangan genap dibawah operasi penjumlahan merupakan suatu
grup, karena himpunan bilangan genap merupakan himpunan
bagian dari bilangan bulat Z, dan himpunan bilangan bulat Z juga
merupakan grup dibawah operasi penjumlahan, maka himpunan
bilangan genap merupakan subgrup dari himpunan bilangan
bulat Z, :

P——

Misalkan G suatu grup dengan operasi biner s
Definisi 4.8 | dan jika H < G serta H # @. Maka H disebut
Subgrup.19 subgrup G, jika H adalah suatu grup dibawah

e - operasi biner *.

—____ Notasidari H subgrup G adalah H <G.

\

Hall, - Davig S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algebra. Prentice
’ I‘lC. 1991' hal. 45. .
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Teladan 4.23 \

. ]1ka‘(R, +) adalah grup, dan (Z, +) juga
ni berarti bahwa Z subgrup R. dapat dityl; grup, Karep,
Perhatikan bahwa {1 SZ R ZQR'
terhad o -1} < 2, tetapi {11
adap perkalian, ini berarti bahwa {1-1}b ‘ka} grup dibawh
"2y DUkan g :

Ubgrup 7
Teladan 4.24 |
| Perhatikan bahwa (R — {0}, x) adalah grup, 4y,
juga suatu grup, dan karena (Q — {0}) < (R - {'0}) 1\5121: (0},
+ Maka dapat

dikatakan bahwa (Q — {0}) subgrup (R — {0})
Begitu juga karena {1,-1} adalah .
- ’ grup dib ;
perkalian berarti {1,-1} subgrup (R —{0}). P A opera

Teladan 4.25

Karena { e } dan G masing-masing merupakan subset dari

ka { e } dan G adalah subgrup-subgrup dari G dan disebut

G, ma
subgrup-subgrup selain itu

subgrup tak sejati, sedangkan
disebut subgrup sejati.

Subgrup yang hanya memuat
sedangkan yang lainnya disebut sub

{ e } disebut subgrup trivial,
grup tak trivial.

Teladan 4.26 -
Misalkan H = { m, 72 73 } karena (H,0) adalah suatu 8T

maka H disebut subgrup Ss diatulis H < S3
o m M T

M w2 T3

T M w ™

3 3 T T2

Tabel 4.4
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/_ i
Teorema 4.14 || Misalkan G suatu grup, 1 € G, dan 17 25

H dikatakan subgrup G jika da

memenuhi berikut,20

a) H tertutup dibawah operasi G, Artinya
untuk setiap a,b € H maka ab e H

b) Setiap unsur H memiliki invers. Artinya
jikaa eH makaaleH

n hanya jika

Bukti :

—

() Jika H subgrup berarti H adalah grup, sehingga
menurut definisi grup H tertutup, dan setiap unsur di H
memiliki invers. Ini berarti memenubhi sifat (1) dan (2).

(€) Sebaliknya, jika H memenuhi sifat (1) dan (2) maka
akan dibuktikan H subgrup. Untuk membuktikan H
subgrup, akan ditunjukkan bahwa H suatu grup.

e Sifat tertutup dipenuhi oleh sifat (1)

e Sifat asosiatif terpenuhi, akibat dari H < G artinya
va,b,c € H maka a,b,c € G, karena G grup maka berlaku
sifat asosiatif, artinya Va,b,c € G, berlaku (ab)c = a(bc).

Karena H c G, berarti setiap unsur H juga merupakan
unsur dari G dan karena G grup, berarti dalam H juga
berlaku Va,b,c €H, (ab)c = a(bc)

e Setiap unsur di H mempunyai invers karena sifat (2)
¢ Jika ae H dan a!e H (menurut 2), selanjutnya jika g,

a'e H maka aa”'=e €H (menurut 1). Jadi H
memuat unsur identitas.

2 David S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algebra. Prentice

Hall, Inc, 1991, hal. 46.
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embuktian suatu subgrup. Di bawap ini

am
da:l o ntoh tentang penggunaan kedua teoremg (e
c0

diberikan
sebut,

adan 4.27

piberikan Mz2(Z) = {Azxa| |Al # 0}  dengan entry-entry
pilangan bulat} dan M_Z(Z) = {Baal 1Bl =13, jika {My(2), x)
_dalah suatu grup- Buktikan bahwa M;*(Z2) subgrup dari Mz(2)

Tel

solusi o
gerdasarkan definisi diatas didapat bahwa M2*(2) = My(2)

(alasannya bahwa determinan setiap unsur M*(Z) adalah tidak
sama dengan nol, yang berarti termuat di M,(Z)).
Misalkan ambil sembarang matriks XY e M;*(Z), maka

r=(% ).dan ¥= (* 7). Dimana |X| = ad ~ bc = 1 dan

c r s
M=ps—ar=1
| _(a b\(p q _(ap+br aq + bs
Selanjutnya XY"(C d)(r s)_ cp + dr cq+ds)

IXY| = (ap+ br)(cq + ds) — (aq + bs)(cp + dr)

= apcq + apds + brcq + brds — aqcp — aqdr — bscp
— bsdr

= apcq + apds + brcq + brds — agep — aqdr — bscp
— bsdr

= adps + bcqr — adqr — beps
= ad (ps — qr) — bc(ps — qr)
=ad (1) - bc(1)

=ad-bc=1
Jadi |XY| =1
Karena |xy|=1 berarti XY € M3(Z) (sifat tertutup
terpenuhi]
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Langkah selanjum a

rarti bahy, /X] = 7 at
au

ini be

—

- ¥ Z l ]_ d l. n! Z

Teladan 4.28

subgrup dari F.

- Apakah himpunan-himpunan fungsi yang terdefrensia.
kan merupakan subgrup dari F?

Solusi :

1. Jelaslah bahwa F* cF e
' isalkan f, g c F. Maka invers dari g yaitd =
Selanjutnya m fg i

s i i kontinu,
dengan [-g)[x) ) -g(x) e R an dua fungsi

: : inu, karena penjumiah
g) juga fungsi konens g kontinu sehingga syarét

kontinu merupakan fungsi yax.l e g
ukup teorema 4.15 terpenuhi. Jadi te
C
dari F. st fungs yang
. n ' juga
n F himpuna ’ P
ka FF c F denga a ’
: cjildefrensmlkan, menurut Teorczrrrllju f Sen};m.
| bgrup F sebab P defer
merupakan su o angsi

terd
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Selanjutnya jika fe F’ terdiferensia]
a terdiferensialkan. Hal ini berartj ~-feF.

Jika H dan K masing~masing subgrup ¢
maka HNK juga merupakan subgrup .22 :

Kan ]‘uga.
jug

kan mak, f

kti:
- Ambil sebarang x, y eHNK, maka x, yeH dan x, y eK. Karenga

y dan K subgrup-subgrup G, menurut teorema 4.15
perlaku xy? €H dan xy* K. Akibatnya xy? € HAK. Sehingga
menurut teorema 4.15 maka H~K subgrup G.

o

W.ﬂ Misalkan G suatu grup, C adalah koleksi
subgrup-subgrup dari G, maka irisan sub-
grup-subgrup dari G di C juga merupakan
subgrup G.

Bukti:
Dengan menggunakan langkah-langkah pembuktian yang

analog dengan bukti Teorema 4.16, maka teorema 4.17
dapat dibuktikan. Untuk menumbuhkan kepercayaan
pembaca, bukti dari teorema ini ditinggalkan sebagai
latihan. (bisa dicoba sendiri!)

[

Teorema 4,18 [ Misalkan G suatu grup dan H subgrup G,

maka berlaku ketentuan berikut.23
1. HH=H
—— 2. H1={h'1|h eH}=H I

\

"B ebra 3rd-
York Biarkhoff, G & . Mac Lane. A Survey of Modern Alg

*Mac Miljap, 1965, hal. 72
B Ibid,, hal. 101.' e

New
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Bukti :
1. Misalkan x € HH, maka ada hj,h;eH sehi
lng .
8a x = hlh

Karena H subgrup G, maka jika hj,hz eH aki
H karena hihz = ini ' akibatn :
, ,hz = x ini berarti bahwa x e H Yahih, .

s ’ ’ 4 . Ka ena X e 6 H

xe € HH atau x € HH.
jadi H c HH.... (2)
berdasarkan (1)

(Terbukti)
2. Untuk membuktikan H = H-1. Kita bisa menunjukka
H-1 dan H1c H. '

rena H subgrup maka berlakux‘ ¢

dan (2) dapat disimpulkan HH =y

bahwa HC

Misalkan jika X e H, ka
H,

selanjutnya [xijte g1 ataux € H?
‘adiHE H1....(1)
misalkan j
sehingga X = h1.

anh eH maka

ijka X € H-1 maka ada suatu h € H,

Sebaliknya,
sedemikian

Karena H subgruP d
kibatkan X € H.

p-1e H. Karena X= h!

maka menga

‘Misalkan G _su'atu grup,

-'bféfafti irisan_ semua subg!'UP'SUbgrUp yang memakaIn subg"
merupakan subgrup: 42  pgrup tersebut M

. terke Juruh subgrup ya

-_ ﬁip‘fterkeéil;dari se
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myata SubErUP sebagaimana teorema g atas

,atu himpunan yang bebrentuk {..,q2 4 ao: mery.
Paka" jjmana himpunan yang dimaksud dapat’din_oeé a a
as,,..}fai ( an eZ }. Apabila G adalah grup dibawap 0a51karf
SEbagmlaha“ atau grup aditif maka subgrup tersebyt dian)etle‘:;?l

Te

enjurtt e

l[zan cebagai { nal" s

~oroma Misalkan G suatu grup dan a e G. Maka f =

219 {a» [n € Z } merupakan subgrup G dan
merupakan subgrup terkecil di G yang
memuat a.24

Bukti :

Misalkan kita ambil sebarang xye H. Maka ada p,qeZ

sehingga x = a” dan y = a9 selanjutnya didapat:
xy~l=aP(a®)t =aP(a™%) = aP"9, dimanap-q€Z

Karena a € G dan p— q € Z serta xy~* = a”~? € H maka

menurut teorema 4.15 berarti H subgrup G.
0

Untuk membuktikan terkecilnya :

Misalkan H* sebarang subgrup G yang memuat g, dan
untuk sebarang x € H, maka ada né€ 7 sehingga x = a*

Selanjutnya karena H* subgrup yang memuat @ maka a" €
H*atau x ¢ H* Akibatnya H c H* Jadi terbukti bahwa H

subgrup terkecil yang memuat a. .

bra. Prentice

24 .
Hal|, | David S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Alge
) nC; 1991. hal. 54.
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F. SUBGRUP SIKLIK

" Definisi 4.9 Tﬁ‘-lilﬂlr;grup H sebagm
Gtk , a
Subgrup atas disebut subgrup sik]jka ‘eorem 419 7
siklik.*® oleh a dan dinotasikan denganyang dihasnkadl
Secara H=(a)={a":nez) ). n
simbolis a disebut pen 0 at
. ghasil atau pe .
generator. Pembangkit g,
Jika G = (a) maka G disebut grup siklik
dihasilkan oleh a.  Yang
—

Teladan 4.29
Diketahui (Z,+) adalah grup dan 3Z = {..6,-3,0,3, 6,9 }

merupakan subgrup Z yang dihasilkan oleh 3.

Sehingga
37=(3)={3"neZ}={ ...372,371,39,31,3%,33, .} atau
37={..,—6,-30369..}

Berdasarkan ilustrasi contoh di atas, berarti untuk setiap x € 3Z,

maka ada neZ sehinggax = 37=3n.

Jadi3Z={3n/[n e Z} = (3) yang meru
yang dihasilkan oleh 3.

pakan subgrup siklik di Z

Teladan 4.30
Z. = {0,1,2,3} adalah grup siklik yang dih

dan 3 sehingga dapat dinyatakan Z; = (3) = (1).

Dalam hal ini kita dapat memeriksa dengan melakukan
percobaan algoritme pada himpunan (3) = (3. neZ} aal
(1) = {1™:n € Z}.

asilkan oleh 1

25 [bid., hal. 53.
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) & A

Teladafl‘]?b;ialah himpunan bilangan bulat. Z adalah
. lka . ‘ dla 1,18
Ml:lz ginasilkan oleh 1 dan -1, sehingga Z = (~1) = (1g)rup siklik
ye |
reladan 432
celah dibahas pada teladan 3.25 bahwa H = {m;, m,, 13} meru-
kan subgrup grup Ss. berdasarkan tabel 3.4 diperoleh:
P (M)t = ™

(m3)* = T3

(m)° = M

Sehingga untuk 7€ H, maka ada ne Z sedemikian sehingga

H={({m)":nE Z} = (my).

yang sama 73 juga merupakan penghasil atau
u generator dari H, sehingga H = (m,) = (m3) )
Klik dari Sz yang dihasilkan oleh 7r; atau 7.

Dengan cara
pembangkit ata

yaitu subgrup si
Teladan 4.33
Diberikan grup G = {ABC D} dimana
410 _ gk C= -1 0
A=1o 1)' RN 1)’ Lo —1)
410
2= 0 -—1)

wah operasi perkalian

G dikatakan bukan grup siklik diba
otan G yang

matriks. Sebab tidak ada matrik dalam keangs
membentuk/ membangun G.

(silakan diperiksa!)
(A)={A}#G
(B) = {A,B} + 0
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(€)= (A,C}# G
<D) = {A,D} + G

Berdasarkan algoritme di atas, tidak ada Matrik
mbangun G) hal ini sama artinya bahwa ¢ buks
0 gry

yang me
siklik.
-
Ingat: X
jikaa €G, dengan G suatu grup dan 0(a) = n maka
a =

a"tt=a"'a=ea=4a

an+2 — a"az - eaz — a2

|
‘ e .
| " = g"a" = e.e = e danseterusnya

' Sehingga keanggotaan dari subgrup siklik yang dihasilkan oleh

a dapat dinyatakan sebagai berikut:
(@)={a’=e, a',a* @, ... a™ 1)
Lemma 4.1 - 1
Misalkan G grup, a € G dan 0(a) hingga, maka 0(a) = (@)l®
Bukti :
Misalkan O(G,) = n, berarti at = e. Grup siklik yans

dihasilkan oleh a, dapat ditulis

(@) = {a® =, a',a% @, .. a™Iselanjutny? o

berdasarkan teorema 4.11 menyatakan unzu Make
a.

a® =e, at,a? a? ... g"-! semuanya berbe
[{(a)] = n.
Ini berarti bahwa 0(a) = @)l =™
o

% Ibid., hal. 57.

{

122 ‘

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

-eorema berikut int merupakan sifat-sifat dasar g g,
-

Giklik-

Setiap subgrup dari grup G adalah siijrz—
Dengan Kkata lain, jika q e ¢ dan H 'uL.gru

G maka H dapat dinyatakap dalam benyk

(a)=H
= |

gukti :
Misalkan G grup dan H subgrup G. Jika H={e} = (o))
maka H Sik]ik.

Jika H # { e }, berarti ada a € G sehingga am e j.
Misalkan m € Z* minimal sehingga am ¢ H.

Akan dibuktikan bahwa H = (a™)) yaitu am penghasil/
generator dari H. Kita ambil sembarang x € H, maka
terdapat p € Z sehingga x = aP. Selanjutnya menurut
algoritma pembagian ada g, r € Z sehingga:

p=qm+r, dimana 0 <r<m

o aP = gImr
& afP =ai9maq”
i aP — (am)‘?a"

o a = (@)

Karena H grup dengan (@™ 1€ H dan a? € H, sehingga

a"e H

Akibatnya a"e H

: + minimal
Andaikan r = 0 maka kontradiksi dengan €Z* mi

sehingga am = e. Hal ini berarti

———

? Ibid,, hal, 57.
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(a™)"lat = ¢
o a? = (a@a™)? v
Karena setiap x €H, terdapat ,
Sehi,

x = (a™)? maka H = (a’™)
Q|

Jadi H adalah siklik.
" 1

G. KOSET DAN TEOREMA LAGRANGE
Sebelum membahas tentang koset, perlu diingyy
sifat suatu realasi diantaranya sifat refleksif, Simet:mha“
gan kata lain suatu relasi R pada himpu:a:ag

sifat-
transitif. Den
dikatakan bersifat:

(a) Refleksif berarti jika xRx untuk semua x ¢
(b) Simetrik berarti jika xRy maka yRx.

(c) Transitif berarti jika xRy dan yRz maka xRz
Adakalanya dalam referensi lain representasi relasi da;
xRy ditulis (x,x) € R. Dengan pengertian yang sama berar

snya. Suatu relasi dikatakan ekiva

xRy = (xy) ER, dan seteru
lensi jika relasi tersebut bersifat refleksif; simetris, dan transitif

1eladan 4.34
Misalkan dalam grup Z maka 3Z = (3) merupakan sub- |
7 didefinisikan |

grup Z. Relasi kongruensi modulo 3 pada 3

sebagai @ = b (mod 3) jika dan hanya jika a—-b €
;?;:;P-akan relasi ekivalensi (relasi yang memiliki sifat ¢/’
ris, dan transitif). Adapun Klas-klas ekivalensi 4
adalah 0+3Z, 1+37 dan 2+37
Selanij ‘s
s VS 2 s denan sus 10 642
» dimana H subgrup G, dan ekspres! dar!
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ya perubah menjadi ab-? dalam i
Relasi yang diberikan adalah relasi . Perkal;

dari relasi inilah yang diseby kaOG, Maka kjaq
L ofU darj g
ibuktikap bahw;;

tentun
umum'

eki‘valensi il [ b
Se]aniut"ya jika G grup hingga, maka dapat d

der H akan membagi order G.
0

~eorema 4.21 Misalkan H subgryp ¢ T

suatu relasi ~ pada G adal, efinisikap

h ,
hanya jika g1p ¢ g Mai:br]:a.dan
asi

merupakan relasj ekivalens;.2s
P T
Bukti.

(Untuk membuktikan relasi ekivalen, akan ditunjukk
bahwa relasi tersebut mememuhi sifat-sifat rejflljeksairf1
simetris, dan transitif) ’

Sifat Refreksif.

Misal x € G, maka x“x = e. Karena H subgrup G maka e e
sehingga x’x € H. ]Jadi x~ x

Sifat Simetris.

Misal x~y. Maka x!yeH, karena H subgrup, (xly)le H

atau y''x € H, Jadi y ~.x.

Sifat Transitif.

Misalkan x~, y dan y~. z makax~'y € H dan y~'z€H.
Karena H subgroup maka (x 'y)(y~'z) = x"1z€ H. Jadi

X~ 2. ]

-‘___-—--_—_
Sons,

. » iley &
! * Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, John Wiley
nc, 1995: hal. a7,
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Klas ekivalensi darj ~ mengakibatkap adan
G. Klas ekivalensi yang memuat a unsur-

- a
unsur-unsur x € G sehingga a~.x maka dal

ah Semy

alxeHy
-1
= a lx=p untuk suaty p €H
> X =ah

Jadi klas ekivalensi yan

g Memuat q adajah
dinotasikan dengan aqH, (ahf he H} yang

Teorema 4.22 ([ Misalkan g subgrup G. Didm

relasi ~g pada G yaitu a~zb jika dap hanya
ableH. Maka relasi ~g merupakan relas;
ekivalensi.29 |

Bukti dari teorema diatas adalah analog dengan bukti
Tecrer.a 4.21 dan diperoleh klas ekivalensi yang memuat g
adalah {ha [ h € H }=Ha

Definisi 4.10 | Misalkan H adalah subgrup G dan a € G
Koset kiri dan | Himpunan bagian aH = { ah/ h € H} disebut
koset kanan.3 | koset kiri dari H yang memuat a, sedangkan Ha
={ ha/h € H } disebut koset kahan dari H yang
memuat g wer e T

: si dari
Terlihat bahwa koset kiri merupakan Kklas ekwéle;asi "R.
relasi ~. dan koset kanan merupakan klas ekivalensi T

A
s : sChutSfe"
2% Herstein, LN, Abstract Algebra. Third Edition, Simon &

Viacom Company, New Jersey, 1995, hal. 59.
30 Ibid., hal. 58.
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; komutatif maka diperoleh qy - H

. 4, yaity
* ngan koset kanan, sehingga aH disepy; ko
=)

Telah dibahas sebelumnya bahwa 37 ada
perasi penjumlahan.

Teld

lah Sllbgrup 7
gibawah © iri dari
Koset-koset Kiri dari 3Z yang memuat ditulis

m + 37
yntuk suatu me s |
jikam =0 maka Koset Kiri yang memuat adalah
0%3Z={«s9%-6,73.0,3,6,9, ..} =32

jika m = 1 maka koset kiri yang memuat 1 adalah, :
1+3Z2={..,-8,-5,-2,1,4,7,10, ...}

Jikam = 2 maka koset kiri yang memuat 2 adalah:
2+3Z2={..,-7,-4,-1,2,5,8,11, ...}

Koset-koset kiri dari 3Z adalah 0+ 3Z,1+3Z,2 +3Z.

Gabungan dari koset-koset kiri dari 3Z membentuk Z.
Karena irisan koset-koset kiri dari 3Z merupakan himpunan

kosong, berarti koleksi koset-koset kiri diatas adalah merupakan
partisi dari Z.

4
0+3Z
14372
2+3Z

Karena Z grup komutatif maka koset kiri m+3Z samé

dengan koset kanan 3Z+m

Teladan 4,3

(Z, +) adalah grup komutatif.

H = {0, 3} adalah subgrup dari Zs =3
- — 51— {0,3

Koset mumuat 0 adalah 0 + (0.3} = (0
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Koset memuat 1 adalah T + {{ 3 = op
) = {'1’:1‘.} '

Koset memuat 2 adalah 2 + {7, 3) = (23
T4
Terlihat bahwa koleksi koset-koget " }
1 Mery
Pakgy, ,

Zs
Ze P
03
1,3
{2, 5}
Teladan 4.37

Berdasarkan Tabel 4.3 tentang grup simetris S, Misalgg
kita nyatakan H = {m,m6}. Sehingga dapat ditentukan kosezi:
koset kiri dari H adalah:

HIH =H = {1'{1‘11'6}

mH = {mymy, moMe § = {72, T4}
n3H = {3, m3me } = {13, s}

Sedangkan koset-koset kanan dari H adalah:
HT[I - H - {HLH’G}
Hm, = {my 0, MeTy } = {2, s}
Hmy = {"1 T3, ”6”3] = {13, 4}
. se[.ko
berdasarkan hasil algoritme di atas terlihat Koleksi K il 0
kiri maupun koleksi koset-koset kanan meruPakanp ol

_ H13:
S3. .Perhatlkan pula bahwa m,H # Hm,, jug? msH #
terjadi karena S3 bukan grup komutatif.
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wensi bahwa koset-koset kiri maupun

sek . . .
cebag? O;In merupakan klas ekivalensi dari relasj
Set.](o:set k;'; . diperoleh teorema berikut ini.
ko .~ pa
salens!
ekiv?

3 Misalkan H subgrup G, maka kondisi-kondisi
ad? perikut adalah ekuivalen.
1. a'beH
2. b=ahuntuksuatuh e H

3. beaH
4. aH=bH.3

teorema diatas adalah analog untuk koset kanan.

pukti dari

Teorema 4.24 Misalkan H subgrup grup G. Maka ada kores-
pondensi satu-satu (fungsi bijektif) dari H
ke koset kiri aH.32

Bukti:
Misalkan fungsi f: H — aH dengan formola f(h) = ah, Vh €
H. akan dibuktikan bahwa finjektif dan surjektif.

a). fadalah fungsi injektif, sebab jika f{hs) = f(hz) maka ah;
= ahz dengan kanselasi kiri diperoleh h; = hz.

b). fadalah fungsi surjektif, sebab vk € aH maka x = ah,
untuk suatu h e H , dan terdapat h € H sedemikian
sehingga f(h) = ah = x. Karena f adalah injektif dan
Surjektif maka f bijektif (korespondensi satu-satu) dari

Hke aH.
|
! . ntice
Hall, 1 ? 3vid S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algebra. Pre
» 1991, hal, 75, A

Viacom CoerStei“n LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon
Mpany, New Jersey, 1995, hal. 60.
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e

L TR

4. s

l.‘:‘:“G suatu grup B~ rgaka banyak“Ya \!

J:zt;ap Koset Kir adalah sama dengan ba"yakHYau:sur (org |
n up derli

2 G.33 5
in jika H subgrup G (¢ (Qrd |

Dengan kata 1211 | ' dan al o )
m I{) = O(I{) g et k]rl da i
N

Hal ini merupakan konsekwensi darim

satu-satu atau fungsi bijektif dari H ke koset Kirt aHoresI,Onden
\

Bukti dari teorema ini juga dapat digunalyy |,
r aqd

kanan. » koset
ai konsekuensi dari uraian di at i
Sebagai a5 adalah jjk, G sua

hingga, maka order dari subgrup H membagi org, t"Erup
ini disajikan dalam teorema berikut ini. " Brup G. Iy

Teorema 4.25 f§ Misalkan G grup hingga dan H sup
su gru

Teorema maka order H membagi order G "
Lagrange '
Bukti :

Misalkan O(G) = n dan O(H) = m. Maka menurut akb:
Teorema 4.24, setiap koset kiri dari H berorder m. Misalkan
‘adalah .b.anyak koset-koset kiri dari H. Karena koleksi koset
;::::ﬂ)r: Merupakan partisi dari G maka diperoleh n =r-m-%“j.
b l ahwa m merupakan faktor n. Atau m membagi n. Hal®
erarti O(H) membagi 0(G). I

HNustras; bukti ; ela
I teorema di - itunjukkan ™
tabel 4.5 berikyt. atas, dapat ditun)

k
Y

3 Ibi
. id, ha), 60, o

Davig g ro.
Hal, lnf'199l.ha'|D g;‘m't & Richard M.Foote, Abstract Alge
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”’(?f’f)/;;*_ O(a;H) =m O(a,H)=m |

0
Wm O(asH) = m O(agH) = m
|
OlagH) =T | wesnsn 0(a,-1H) =m
L —— - ——
Tabel 4.5
Teorema 4.26 [f Setiap grup G dengan order prima adalah
siklik.35

Bukti :
Misalkan G suatu grup dan 0(G) = p, dimana p prima, dan

misalkan a€G, a #e. Maka (a) subgrup siklik dari G. Berdasarkan
Teorema Lagrange |{a)| membagi O(G). Berarti |{(a)| = p atau 1.
Akan tetapi karena a = e maka |{a)|# 1. Sehingga haruslah [{a)| =
p, yang mengakibatkan [{(a)|= O(G). Ini berarti bahwa G = (a).

Terbukti G siklik.
0

Jika H adalah subgrup G dengan order prima p menurut
Teorema Lagrange |H|=p atau 1. Ini menunjukkan bahwa H = G

atauH={e}.

Akibatnya H bukan subgrup sejati dari G.

Lemma 4.3

Setiap grup G dengan order prima tidak mempunyai subgrup
sejatj.36 syt T vl _

\__

* Ibid, hal, 90.

36 :
Hal| | David S.Dummit & Richard M.Foote, Abs
G nc.1991,hal.92.

tract Algebra. Prentice
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Bukti: o .
Bukti dari akibat 4.3 ini diperoleh darij teoremg lagrap
e

bahwa order subgrup mebagi order grup, kareny 0(G
berarti order subgrupnya adalah 1 atau p, jika order Subgryp 1
maka subgrupnya { e } atau jika order subgrup adalah P, Makg
subgrup tersebut adalah G itu sendiri. atau menuryt teorema
4.26 yang berarti subgrup adalah {e} atau G itu sengjr

)-_-p'

Teorema 4.27 || Order setiap unsur-unsur grup hﬁl-é-é-a-
membagi order grupnya.3’
Dengan kata lain jika a € G maka 0(a)
membagi O(G).

Bukti :

Misalkan @ € G. Menurut akibat 4.1, O(a) = |{(a)|, karena
(a) subgrup G maka menurut Teorema Lagrange |(a)| membagi
0(G), sehingga O(a) membagi O(G).
o

Definisi 4.11 | Banyaknya koset-koset subgrup H di grup G

disebut indeks dari H di G, dinotasikan
(G:H).38

Teladan 4.38

Diberikan grup simetris S; pada teladan sebelumny?

Karena order dari S; adalah 6, maka subgrup-subgrup sejatiny?
berorder 2 atau 3.

B

¥ Ibid,, hal, 93,
38 Ibid.
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guktikan setiap subgrup sejati dari grup G yang berorder

q dengan p, q bilangan prima adalah siklik.
p )

Bukti:
Misalkan H subgrup sejati dari grup G. Maka menurut Teorema

Lagrange 3.25 O(H) membagi O(G). Karena O(G)=pq ini berarti

O(H) = p atau O(H) = q, karena p, q bilangan prima, berarti H

perorder prima. Menurut teorema 3.26 H adalah subgrup siklik.
o

H. GRUP HASIL KALI LANGSUNG

Misalkan Gj, G,, G3, .... G, masing-masing grup dengan
unsur identitasnya e;, dimanai=1,2,3, .., n
Himpunan tersebut di atas dapat dinyatakan dengan notasi

berikut
[ IG,- = GyX GoxG3x ... X Gy = {(a1,03, 03, .. .., Qn) * G4
i=1
€ G;dani=1,2,..n}

Definisikan Operasi perkalian pada []i-, G; sebagai berikut:
(43,85, @3, .., @) (by, by, b3, .., by) = (@41, 30z, G3b3, ..., Anby)

Dari hasil operasi di atas, berarti operasi perkalian tersebut
merupakan operasi biner, karena (a;by, a;b;, azbs, a3 Babn) €
Glx szch ....xGn

Teladan 4.40
M:salkanz3 xZ, = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,0), (2,1)dibawah
operasi penjum-lahan adalah grup.
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Solusi:
Untuk menunjukkan bahwa Z3xZ, dib
awg

adalah grup kita tunjukkan sifat-sifat ETUD terpep i g °perasi+
) . u

Unsur identitasnya (0,0). Setiap unsurnya mep, 73xz

seperti liki ; Vers

(0,007 = (0,0)
(0,17 = (0,1)
(1,0)"1 = (2,0)
tL) = 21
(2,0)71 = (1,0)

(2'1)-1 = (1,1)

U

K.arenaZ3 grup dan Z, grup dibawah operasi penjum|ah
maka sifat asosiatif juga terpenuhi di Z;xZ, "

Teorema 4.28 e
(HQ,) merupakan grup dan disebyt grup

hasil kali langsung.39

Tidak sukar untuk membuktikan teorema ini. Silakan
buktikan !

Unsur identitas adalah (e, ey, ..., e,) dan invers dari (ay, az
... an) adalah (ar, a2, ....., ap?)

Untuk notasi aditif, H G, dinotasikan dengan

n
HG: =G, ®G,®...® G, dan disebut grup jumlah langsung
i=1
dari G, dimana i=1,2,..,n

3 Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A
Viacom Company, New Jersey, 1995, hal. 93.

134
—/

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

i=1,2, .., n masing-masing grup hingga dengan o(G;
t definisi [1G; diperoleh O([]G,) = ny.7,.10,
o

) = nj
Ny,

jika Ge

Teladan 4.41
Diberikan Z;xZ3 dibawah operasi penjumlahan adalah

Grup
Z:xZ3= {(xy) [x €Z;y €Z3)

= {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2)}

Dibawah operasi : (x1y1) + (X2¥2) = (x1#xz y1+yz) maka
(Z:xZ3, +) adalah merupakan grup.

Dapat dengan mudah diperiksa bahwa Z;xZ3 adalah grup
siklik dengan penghasil (1,1). Dapat dilihat pada ilustrasi

berikut.
(1,1)'=1.(1,1) = (1,1)

(1,1)2=2(1,1) = (1,1)+(1,1) = (0,2)
(1,1)3=3 (1,1) = (1,1) + (1,1) + (1,1) = (1,0)
(1,1)4= 4 (1,1) = (0,1)

(1,1)5=5(1,1) = (1,2)

(1,1)6= 6 (1,1) = (0,0)

Berarti bahwa Z,xZ; = {(1,1)™:n € Z} = ((L1)

Teladan 4.42
Grup Zs;xZ3 terdiri dari 9 unsur bukan merupakan grup

Siklik sebab untuk setiap (x,y) & ZsxZ3 maka
1 (xy) = ()
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2 (xy) = (2x 2y)
3 (xy)=(00)
4 (xy) = (0,0) + (xy) = (xy)

5 (xy) = () + (xyi = (2% 2y)
seterusnya.

..... dan

Sehingga tidak ada (x, y)€ Z3xZ3 yang meenghasilk
himpunan ZsxZ3. Artinya bahwa Z3xZ3 bukan grup siklik an

Secara umum, dengan argumentasi yang sama dapat
disimpulkan bahwa Zn x Zn bukan merupakan grup siklik. ‘

Teladan 4.43

Setiap subgrup sejati dari ZyxZ, dengan p prima adalah
siklik. Perhatikan banyak unsur dari ZyxZp adalah p?. Misalkan H
ZpxZp maka menurut Teorema Lagrange O(H)

subgrup sejati dari
4.25 maka H siklik.

= p, selanjutnya menurut Teorema
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oAL SOAL UNTUK LATIHAN
G0AL-
DibaWah ini didefinisikan operasi biner * pada himpunan

sk 6 hingga, buat tabel Cayleynya. Periksalah apakah G grup
at'au pukan (no- 1/ d>5).

1 G= {(xy)€ R? [x #0 }. ]ika operasi * didefinisikan (a,b)*(c,d)
o (ac, be + d). Periksa apakah (G,*) merupakan suatu grup?
34,5} adalah himpunan dari bilangan-bilangan bulat

2- G:{l}zl
modulo 6 selain 0 dengan operasi * yang didefinisikan
sebagai @ *b=ab
x+y
| 1<x <1} dengan operasi x*y=
3, G={X€ R|-1<Xx g perasi o+l

G=1{ffu /2 f3} adalah himpunan fungsi-fungsi real dengan
filX) =% filx) = X f2(X) = 1/, fa(x) = -1/x, dimana x € R-{0}.

rasi biner * didefinisikan sebagai komposisi fungsi.

Ope
}. Operasi * didefinisikan

s G={f R? R ¥ =0 Vx €R
sebagai perkalian fungsi yaitu £ g € G, (f*g)(x) = flx) *g(x), V&

eR
Diberikan himpunan-himpunan {e, a, b}, {e, b}, {a, b, o}

beserta operasi biner yang diberikan pada tabel Cayley

berikut ini
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——

10.

11

12.

13.

14,

15.

3 e b s e b
a b _ﬁ\
e e a b e e b
a b o a
a a b e b b b .
b 0 0]
b b e b .

0 o o)

Tunjukkan bahwa himpunan-himpunan tersebut di bawap,
operasi * bukan merupakan grup.

Buktikan grup dengan oder 2 merupakan grup abelijan,
Misalkan G grup dibawah operasi *. Unsur X€G dikatakan
idempoten jika x # x = x. Buktikan setiap grup mempunyaj
tepat satu unsur idempoten.

Buktikan jika setiap unsur x €6, G adalah grup berlaku x2 = e,
maka G grup komutatif,

Buktikan jika dalam grup G berlaku (ab)? = a?b? Va, b G,
maka G komutatif.

Buktikan invers kiri suatu unsur dalam grup jika merupakan
invers kanan

Buktikan unsur identitas kiri dalam suatu grup juga
merupakan unsur identitas kanan.

Misalkan G grup dan a e G, a #e adalah satu-satunya unsur
dari G yang bersifat a? = e. Buktikan a komutatif dengan
setiap unsur dari G.

Jika G grup, dan q, b, ¢ € G maka buktikan persamaan axb=¢
mempunyai solusi tunggal di G. _
Diberikan Z, = {0, 1, 2, 3}. Tentukan order dari masing’
masing unsur Z,!
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17.

18.

19.

20.

21,

22.

25

24,

23,

26,

Jika s, adalah himpuna.n semua permutas;
himpunan S yang terdiri dari 3 anggota,
Jari setiap unsur S3!

guktikan order dari setiap unsur dalam grup hingga adalah
hingga

Buktikan order suatu unsur dari grup sama dengan order
dari inversnya.

Diberikan G grup dan a, b € G. Buktikan order dari a sama
dengan order dari blab.

Misalkan G suatu grup, a € G dan k sembarang bilangan
bulat positif atau negatif. Buktikan o(a*)< o(a).

Buktikan setiap grup berorder genap mempunyai unsur
berorder 2.

Misalnya G suatu grup. Buktikan suatu unsur dari G yang
bukan identitas mempunyai order 2 jika dan hanya jika
mempunyai invers dirinya sendiri.

Tentukan sub grup-subgrup dari S;. Kemudian tentukan
subgrup sikliknya.

Misalkan G suatu grup, dan G = (a)) dan a #e, as = e. buat
tabel Cayley untuk G.

Diketahui F adalah himpunan fungsi-fungsi real dengan
domain R dan F'cF dengan f(x) #0, VfeF, VxeR. Periksa
apakah himpunan di bawah merupakan subgrup dari F
dengan operasi penjumlahan dan sub grup dari F’ dengan
operasi perkalian.

-permutaSi dari
Tentukan orger

a. Himpunan semua feF dengan f{1) =0
b. Himpunan semua feF dengan f{0) = 1

Tentukan sub grup siklik yang dihasilkan oleh matriks

0100
4= 8 9
1 0.0 ©
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27
28.
29

30.
3L
32
33

34,
39.

36.

38.

39. a. Buat tabel Cayley untu Zz x Zs dan tul

Dimana matrik A adalah anggota grup g -~
matriks-matriks yang invertible berorder ) xg tergjy; dap:
operasi perkalian. 4 di baWal:
Misalkan G grup, dan n €Z*, G, = {9"lg G). B
subgrup G. + Buktikgy G,
Misalkan G grup, dan a €G. Tunjukka

= ax} subgrup dari G. jukan batwa o -
Diketahui G grup dan H subgrup G.

Buktikan H-1 = {h"’[h eH} dan HH=H

Diberikan grup G dan S c G.

a. Jika Ny={n € G/nS = Sn}. Buktikan bahwa N;s subgry

b. JikaZs={z € G[sz=2zs, V5 €5}. Buktikan Zs Subgrup G!
Buktikan jika suatu grup mempunyai subgrup denp G!
order n maka grup tersebut memiliki unsur yang beror%iir;
n.
Buktikan jika G grup siklik dengan order p, dimang p
bilangan prima, maka setiap unsur yang tidak sama dengay,
unsur identitas juga berorder p.

Buktikan bahwa grup siklik tak hingga mempunyai
generator a atau a!

Tentukan semua koset kiri dari sub grup (4)) di Zr.
Diberikan G grup, H sub grup G. buktikan koset-koset kiri
dari H (kecuali H) bukan sub grup dari G.

Misalkan O(G) = pg, dengan p dan g bilangan-bilangan
prima. Buktikan setiap sub grup sejati dari G adalah siklik.
Misalkan G grup. H dan K keduanya subgrup G, HzK. Jika

O(H) = O(K) = p, dimana p bilangan prima. Buktikan HrK=
{e}!

Misalkan G grup tidak s
bilangan prima. Buktikan.

a. Setiap subgrup sejati dari G adalah siklik

b. ar=e Va G, jika a #e.

b €Glxq

iklik dengan order p? dimana p

islah operas!

binernya
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40.

41.

p. Tentukan order dari (1,3), (1,2) dan (0,2)

jika G, H masing-masing grup komutatif. Buktikan bahwa G
« Hjuga grup komutatif.

Misal G suatu grup, a € G. serta H = {aeGia?= ).
Tunjukkan bahwa H subgrup G!.
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HOMOMORFISMA GRUP

Tujuan Umum perkuliahan (TUP)

Setelah selesai pe

ha
pisma dari grup dan teorema-teoremanya.

Tujuan Khusus Perkuliahan (TKP)
setelah selesai perkuliahan ini mahasiswa diharapkan mampu:

1. Mengidentifikasi suatu pemetaan merupakan suatu

homomorpisma;

rkuliahan ini diharapkan mahasiswa mep,.
mi konsep-konsep dan sifat-sifat homomorpisma/isomgp.

2. Mengidentifikasi suatu homomorpisma merupakan

isomorpisma atau bukan;

Menentukan teorema yang berkenaan dengan homomorpisma

dari grup ke grup.
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T BAB V Bl ™

gebelum Kita mempelajari konsep homomorfisma, ada
paiknya jika menelaah beberapa ilustrasi berikut.

Misalkan G dan G’ masing-masing grup, tentu G dan G'
merupakan himpunan dengan sifat-sifat Khusus dibawah operasi
biner (misalnya bersifat asosiatif, memiliki unsur identitas, dan
setiap unsurnya memiliki invers). Karena G dan G’ keduanya
merupakan himpunan, berarti dapat dibuat suatu “fungsi”
dengan domain dan kodomainnya suatu grup. Misalnya simbol
dari fungsi tersebut adalah 6. Maka fungsi tersebut dapat
dinotasikan dengan 6 : G — G'.

Hal yang menarik pada kajian ini bukan karena domain
dan kodomainnya suatu grup, akan tetapi terletak pada
hubungan antara struktur grup G dan struktur grup G’ termasuk
hubungan elemen-elemennya serta hubungan operasi-operasi
binernya.

Misalnya G={e,a,b,c}danG' ={E A B C}
de“831n8=1,a=-1,b=i,c=-i, dimanai=v—-1 dan 1
= - 0 -
E<y oa=170 2L =10 al.c=1] ol
Pada G dan G’ dibawah operasi perkalian adalah masing-masing
:l::;“ grup. llustrasi operasi pada grup G dan grup G' dapat
ati pada daftar Tabel Cayley berikut ini.
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—

- e a b C e E
e e b < Tra—at
a |a e ¢ b A |4 ‘; :
b |b ¢ a e BB ¢ © B
C ‘C b e a cilc B ‘2. E

A
Berdasarkan kedua tabel tersebut diatas diperoleh q
aanya

korespodensi satu-satu (fungsi bijektif) antara unsur-yn

dengan unsur-unsur G’, yaitu xeG berkorespondens;j d::r °
x’eG’ dan yeG berkorespondensi dengan y’e G’, serta xy i
berkorespondensi dengan xy’ € G =
Korespondensi tersebut “mengawetkan” operasi hasil kg;
Selanjutnya jika kita cermati secara seksama, ternyata keduﬁ.
grup tersebut memiliki daftar Cayley yang identik sehingga
dapat dikatakan mempunyai struktur yang sama (dalam
pengertian abstrak) sehingga dikatakan kedua grup tersebut
isomorfik atau dengan kata lain bahwa grup G isomorfik dengan

grup G".

A. PENGERTIAN HOMOMORF ISMA
Definisi 5.1 Misalkan G grup dibawah operasi * dan G’

Homomorfisma.® | adalah grup dibawah operasi #.
Fungsi 8: G — G’ disebut homomorfisma

grup jika memenuhi B(x*y) =
6(x)#6(y), berlaku Vx,y € G. G
G dan G keduanya dinyatakan sebagal
maka syarat diatas dapat dinotasikan

hJika operasi pada
operasi perkalian

sebagai f(xy) = x)Ay), Vxy €G. - b b

Himpunan §G) = { X' eG'[x'=0(x), Vx€ G } disebut bayangan

homomorfik dari G (renge homomorfik). P
Concrete

;ntmd; William D.Blair & John A.Beachy. Abstract Algebra with a
Ction. Prentice Hall, Inc, 1990, hal. 141.
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Definisi 5.2 1. jika 0 injektif maka 6 disebut

Gifat-sifat monomorfisma
homomorfisma.? 2. jika © surjektif, maka 0 disebuyt
epimorfisma
3. jika O bijektif, maka 6 disebut
isomorfisma

4. jika G = G’ dan 8 isomorfisma maka 0
disebut authomorfisma

Selanjutnya untuk sebarang grup G dan G’ terdapat paling
sedikit satu homomorfisma yaitu € : G —G’ dengan aturan §(g) =
e’ ¥ge G dan e’adalah unsur identitas di G". maka homomorfisma
yang demikian disebut homomorfisma trivial.

Syarat homomorfisma dari @ terpenuhi. Sebab jika g1,92€ G
maka:
6(g1g9z2) =e’ karenagigz €G
=e'e’
0(9192) = 6(g1) €(92)

Teladan 5.1
Fungsi 6: (Z+) — (2Z+) dengan aturan é(n) = 2n, vh €Z. Maka 6
disebut homomorfisma.
Solusi: Sebab iy, n, € Z maka diperoleh:
O(n, +ny) = 2(ny +n2)

= an + an
S = 9711 + enz
lanjutnya akan ditunjukkan bahwa @bersifat injektif :
an) = 8(m)
2n =2m
T =n vy €2z, maka

Juga
yf dapat ditunjukkan bahwa 0 bersifat suﬂek“f
XSehmgga I € Z, sehingga &(x) =2X =

‘ ’bid'l hal. 142_
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Karena homomorfisma ¢ Dbersifat bijektif maka o

isomorfisma. dis@but
Teladan 5.2

Diberikan fungsi 0 :(R*-{0},.) = (R, +) dengan — o

x. Tunjukkan bahwa 8 adalah homomorfisma! = log
Solusi:

Misalkan x, y € R*-{0} maka:
O(xy) = logxy
= log x +logy
0(xy) =6(x)+8(y)
Jadi © adalah homomorfisma.
Pembaca dapat mencoba apakah 6 bersifat injektif atau surjektif?

Jika 0 memenuhi kedua sifat tersebut maka 0 diseby
isomorfisma.

Teladan 5.3

Misalkan A, B masing-masing grup dan AxB grup hasil kali
langsung. Diberikan fungsi & AxB — A dengan formola 6((a,b))=
a, ¥ (a,b) €AxB. Tunjukkan bahwa & suatu homomorfisma.

Solusi:
Misalkan (a,b]) dan (¢, d) € AxB, maka:
@((a,b)(cd)) = &(ac, bd))
= a.c
= &((a,b)) A(c.d))
Jadi 8 merupakan homomorfisma.
Pembaca dapat juga memeriksa bahwa © bersifat s
Sehingga 6 disebut epimorfisma.
Secara umum jika G = G; x Gz X ... XGn adalah gru

. ) .GYi
kali langsung dari grup-grup G; i = 1, 2, ... n. Fungsl H i

rjektif

D hasil
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, gn) = gi merupakan epimorfisma.
iy =r
. ﬂ j (9’]’{ g; ‘tu dlsebut Homomorfisma Proyeksi.
2 iki
dgﬂg gd em
an
189
' 5.4 Komutatlf yang anggotanya terdiri dari
Tﬂlad . nFa pdald” gr 821 dari Rke Rdanc¢ € R. fungsi ¢:.: F - R

I ng
Ml;,uaf gsléu o olf) = = fc), vf € F.

1
=
~—
%
28
o

= o0+ e (9)
merupakan homomorfisma dan @ disebut
;1; ogg rfisma evaluasi.
AT HOMOMORFISMA
bIHE o ifat-sifat homomorfisma akan

sebelum membahas sl
diperkenalkan suatu definisi beriku ini.

— | Misalkan fungsi ¢ X—>Ydan ASX, BCSY.
Definisi 5.3 | Bayangan dari X dmotasxkan dengan o(X).
' Bayangan darl A dmotasﬂ(an dengan ¢o(4),
' bayangan mvers darl B dmotamkan dengan (p

Y(B)3 .. _
s | p(A) = {¢(a)6Yla€A}
smbolik | p1(B) = {xeX [ @ (x) €B} '

Sehingga diperoleh untuk xe@(A) jika dan hanya jika terdapat
U€A sedemikian sehingga x = p(a) atau ¢ (a) = x.
Y€ 91(B) jika dan hanya jika ¢(y) € B

I illi
b d" cti na[:n DBlair & John A, Beachy. Abstract Algebra With a Concrete
entice Hall, Inc, 1990, hal. 140.
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Misalkan @homomorfisma darj Brup G ke
grup G’dengan unsur identitas Secara
berturut-turut e dan e’. Maka berlaky.4

a) f(e)=e’

b) Jikaa G maka 6(a) = (4(q))

c) Jika H subgrup G, maka O(H) subgrup darj

Teorema 5.1

¢
d) Jika K’ subgrup G’, maka g1/~
dari G g 1K) Subgrup
_—_—"_"‘—'-\._
Bukti :
Misalkan homomorfisma @ : G — G’. Maka:
1. ee = e definisi
- Oee) = Gle)

- Ge)fle) = fle)
Dilain pihak f(e)e’ = f(e) sehingga dapat disimpulkan
bahwa @le) Ge) = ge)e Selanjutnya dengan
pencoretan kiri diperoleh g(e) = ¢’

2. Misalkan a € G, maka:
aa’= e (definisi)

—  Hlaa’!) = fle)
- fa)fal) = e’
Dilain pihak 6@a)(6(a))’= e’ sehingga @la)fa?) =
f(a)(8(a))!. Berdasarkan hukum pencoretan diperoleh
fa’) = (6(a))? g
3. Misalkan x, y e@(H) sebarang, maka menurut definisi 5.3
terdapat g, b € H sehingga x = §(a) dan y = §(b). Maka
xy'= 6la) (6(b))?
= f(a) (b’') menurut 2
= Qlab)

*Ibid, hal, 141,
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i H subgrup G maka able H, akibatnya Olab)

Kar
atau

aH  Selanjutnya menurut Teorema 4.15 maka

terIbiIm gH) subgrup dari G
) isalkan abed (K) sebarang, maka f(a) eK’ dan 6(b) ek’
sehlﬂgga g(ab-J) _ 0(0) g(bj)
= f(a) (6(b))!
carena K’ subgrup G maka { @b))? € K’ dan juga
oa)(b))’ ek
akibatnya gab) € K Selanjutnya menurut definisi 5.3
erbukti bahwa ab 7 € 6”7 (K').
m
Misalkan 6 : G — G’ homomorfisma grup. Maka { e’ }

subgrup G’ dan menurut Teorema 5.1 pointd diperoleh @1({ e’})
juga merupakan subgrup dari G. Subgrup yang terakhir ini
erdiri dari unsur-unsur dari g yang dipetakan oleh & ke e’
Subgrup yang demikan tersebut merupakan hal penting dalam
mempelajari homomorfisma, diantaranya untuk menentukan
kriteria apakah suatu homomorfisma merupakan monomor-

fisma atau bukan.

Definisi 5.4 | Misalkan ¢ : G — G’ suatu homomorfisma
Kerne) grup. Subgrup &1({e’}) disebut kernel dari 6
mam l Gllan dinctasikan Ker f={xeG| ng)f}f';en e
hOmOHIorﬂg a{n kernel hon?omo’rﬁsma @ adala _ g
—Z0morfisma 6-1 dengan domain { e’} atau ( prapeta dari e )

\

5
hay . David . tice
Uing, 199, lsl.aI])uﬂ?lt & Richard M.Foote, Abstract Algebra. Pren
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Teladan 5.5 |
Kernel dari Teladan 5.1yaitu 6:Z 2 2Z, dengan g[x) = 2x;

Ker0 ={x€Z[Ox)=0)}
={xeZ|2x=0}
={xeZ|x=0}
= {0)

Teladan 5.6
Kernel untuk teladan 5.2 yaitu 6: (R*-{0},.) (R, +); 0X) = log x
Ker & = {xeR*-{0}|0(x)=0}
= {x e R*-{0} [ logx =0}
={xeR-{0} | x=1}
={1}

Teladan 5.7
Kernel untuk Teladan 5.3 & AxB 2 A, f(a,b) = a
Ker& = {(xy) eAx B[ 6(xy))=es dimana e, unsur
identitas A}
= {(xy)eAxB | x=es}

= {(eay) [y B}
= {ea x B} (non trivial)

Teladan 5.8

Vernel untuk Teladan 5.4
Ker oo = {f €F| ¢ (f) = 0, dimana 0 unsur identitas (R,
+)}

= {feF|[flc)=0}
Beberapa buku tidak mendefinisikan Ker @ sebagai subgrup 4

e’} tetapi diberikan teorema di bawah ini berupa sifat-sifat
kernel.

150

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

fika g: G = G' homomorfismaq grup maka

K
merupakan subgrup G.6 ol

1xy € Ker Osebarang, maka @(x) = ¢’, dan —
ena ¢ suatu homomorfisme maka berlakuy:
W ) = 609 A
= 6(x) (80))*
=e’ (e’)-l
jadi 809" =€ |
cehingga Xy* € Ker @ Berarti berdasarkan teorema 4.15
pahwa Ker @subgrup G.

i
puk yisalka

m
gifat-sifat sederhana dari Ker fadalah sebagai berikut :

Misalkan 6:G - G' homomorfisma grup
dengan e unsur identitas G, dan e’ unsur
identitas G'. Maka € monomorfisma jika dan
hanya jika Ker 8={e}.”

Misalkan 6: G — G" homomorfisma grup dengan e unsur identitas

(dan e’ unsur identitas G'. Maka @ monomoriisma jika dan
hanya jika Ker 6= { e }

Bukti :
ika émonomorfisma berarti @ injektif, selanjutnya
meénurut Teorema 4.1 point 1 diperoleh ée) = e”. Sehingga
Ker = { e}. Misalkan xy €0.

o) = oy
\

C ;
Viacom (};{ erstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A

OMpany, N
’ Ibid, hals."?fw Jersey, 1995, hal. 70.
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e = ) (6p))!
> gxeyy =¢
> ) =e
—» xyleKer@ ={e}
- xyt  =e
— X =7
Terbukti #injektif.

’

a]

Misalkan & : G — G’ homomorfisma grup. Teorema g

bawah ini menunjukkan bahwa himpunan unsur-unsur dj G yang

dipetakan ke suatu unsur di G’ ternyata merupakan koset dari

subgrup Ker @di G. Ini berarti bahwa koset kiri dari Ker @ sama
dengan koset kanan dari Ker 6.

Teorema Misalkan & : G — G’ adalah homomorfismq
S. [l grup, Ker 6= H dan a e G. Maka himpunan ¢
4 W1(0a)) = {xeG| G(x) = G(a) } merupakan koset

dari aH dan juga merupakan koset dari Ha.8

Bukti :
Akan dibuktikan #1(g(a)) = aH.
Misalkan x € 81(6(a)), maka:

é(x) = f(a)
- (Ha))16(x) = (6a))'6(a)
— Hal)Gx) =e’
— Halx) =e’
— alxeKer@=H
— alx= h, untuksuatuh e H
= x= ah
= X € aH.

. entice
® David S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algebra. Pr
Hall, Ing, 1991, hal. 35,
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. calkan y € all maka y = ah, untuk suatu h
1

Sebalikrl o) = ¢’ sehingga diperoleh
Hsehiﬂggc‘:) _ Hfah]
o0 piyom)
= 9(0) e’
= 6(a)
Jipatnya ¥ € 0100

: =aH.

rerbukti #( oa)) .

-2 analog dapat membuktikan bahwa 6-1(8(a)) = Ha
pengal fa 4 ditinggalkan sebagai latihanT o
) t digambarkan pada gambar berikut ini.

ya, m

puktiny:
ool i atas dapa

(6(a))

—

Teladan 5.9
Diketahui F adalah grup yang terdiri dari semua fungsi-fungsi
dari R ke R dan D < F dengan semua fungsi-fungsi dari D
terdefinisikan. Didefinisikan fungsi 8: D — F dengan §(f) = f, Vf
€D.Maka Ghomomorfisma.
ebab jika £ 9, € D, maka

0+g) = (f+g)’

= f' +g'
fon - 00+ 6(g) ey
r6={feD| 6(f =f, dengan f, adalah fungsi nol di F }

={feD|f =, dengan f, fungsi nol di F }
={feD|f(x)=fo(x) Vx €R}
={feD|f(x)=0, vx eR}
C, Cadalah himpunan fungsi-fungsi konstan }

*{feDyf ¢

1583
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i h =x—r,mak A(h = x2
Misalkan h(x) " a g(h(x)) = x? dan menurutteon_m]as

&*
@1(6(h(x)) = —+ C adalah himpunan f i . o
(A0h(x)) . punan fungsi-fungsj 4 p, Yang

dibayangkan oleh @ ke h(x) = x2.

C. ISOMORFISMA DAN TEOREMA CAYLEY

Dalam sub bab ini akan dijelaskan bahwa relasi
isomorfisma merupakan relasi ekuivalensi pada koleksi-koleksi
grup. Jika ada isomorfisma dari grup G ke grup G, maka
dikatakan grup G isomorfik dengan grup G’ sehingga diperoleh G
dan G’ mempunyai struktur yang sama dan dapat dikatakan

identik (dalam pengertian abstrak).
Peranan unsur-unsur dari G dapat digantikan dengan

unsur-unsur dari G’, begitu juga sebaliknya peranan unsur-unsur
dari G’ dapat digantikan dengan unsur-unsur G. Selanjutnya akan
ditunjukkan bahwa setiap grup isomorfik dengan suatu grup

permutasian.

Misalkan &: G — G’isomorfisma grup maka berlaku
b = §a) Jika dan hanya jika a = 6*(b)
sehingga diperoleh

¢1(Aa)) = &i(b)=a
A6(b)) = Aa) = b

Fakta berikut inj berlaku :
L. Jika §: G — ¢ isomorfisma grup, maka 61: 6" =G Jug?

isomorfisma grup.

2. Ji i '
!lska @: G - G dan #: G’ — G” masing-masiné
'Somorfisma, maka 8 :G G” jugd
1SOmorfismg_ a5 . ~
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"\-.,l’

n@:G6—->G isomorfisma. Maka & fungsi bijektij
sehingga g1 juga fungsi yang bijektif. Misalkan Kkita
,mbil sebarang X, J € G’ karena @ surjektif maka
terdapat @ b e G sedemikian sehingga x = f(a), dany =
g(b) dan berlaku a = @%(x) dan b = @-1(y). Selanjutnya

diperoleh
o1 (xy) = 6'(0@) Ab)
= @1(f(ab))
=ab
= 01(x) ()

g1 homomorfisma yang bijektif maka terbukti

ti:
puk 1. Misalka

Jadi 6!

isomorfisma.
2. Jika € : G ¢ dan p = G—=> G masing-masing

isomorfisma, maka e juga fungsi bijektif. Untuk
membuktikan bahwa 10 homomorfisma : misalkan x, y

e G sebarang, maka:

(0 () = 1))

= u(6(x) 60))
= p(0x) H(O0)
= (ue8)() (#°0)0)
Jadi (o6) homomorfisma yang bijektif, sehingga ()
isomorfisma. m
S mengakibatkan

Mcicrar ot Ao

s el dard G da, (p =6 dari fakta di ata

m:l isoformisma (dinotasikan dengan relasi
rupakan relasi ekivalensi.

~) dan relasi =
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Misalkan C adalah koleksi m

[ Teorema 5.5
grup-grup dan relasi = merupakan relag,g-
isomorfisma pada C. maka relasj ..,l
merupakan relasi ekivalensij.? N
i

Bukti :

Sifat Refleksif. Fungsi identitas i merupakan Isomorfism,
sebab i fungsi bijektif dan i(xy) = Xy =
i(x)i(y). Karena ada isomorfisma i : ¢ -
G berarti G = G.

Sifat Simetris. Misalkan G = G’ maka ada isomorfisma g -
G — G’ sehingga @1 : ¢'- ¢ juga
isomorfisma. Akibatnya ¢’ ~ ¢

Sifat Transitif. Misalkan G =~ G’ dan G’ ~ 6" maka ada
isomorfisma x dan 6 dengan 8: G - ¢’

dan s G’ — G”. Sehingga (uo8):
G = G" juga isomorfisma, jadi G =~ G”.
m

Untuk menunjukkan dua grup G dan G’ isomorfik dinotasikan
dengan G = G’ adalah harus ditunjukkan adanya isomorfisma

dari G ke G".

Teladan 5.10
Tunjukkan (R, +) = (R* — {0},.)

Solusi :
Suatu fungsi @: R — R* didefinisikan dengan gx) = %, Vk € R

Maka fungsi @bersifat injektif, sebab f(x) = gy) »e =& — X=

4
Dan @ surjektif, sebab untuk sebarang r € R* maka ada Inre R

sedemikian sehingga @(Inr)=einr=r

? Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A Viacom
Company, New Jersey, 1995, hal 85
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kita akan tunjukkan bahwa @ adalap, homo

utnya morfj
selalg untuk sebarang X,y €R* maka : i
eV g+ y) = €
=e*eY
= 0(x).6(y)
i karena ada isomorfisma & R—R* dengan 0(x) = e*, Jaq;

{erbukti pahwa (R, +) = (R*,.)

Teladan 5-11
isalkan H = {mm,ms} pada teladan 3.24, tunjukkan bahwa

(H.-) o2 (23 ,@)

Solusi:

pidefinisikan fungsi :H—>2Z3
J‘T‘ —> .
T, >\
T, oY

Jelaslah bahwa fungsi #adalah fungsi bijektif.
Hal tersebut dapat diperiksa bahwa VkyeH, berarti §xy) =
ax)9y), sehingga 6 homomorfisma. Untuk menunjukkan ini

harus diperiksa satu persatu, misalnya jika x = m dan y = m,
maka:

6(xy) = 0(mym,) = O8(m) = 1
0x) @ay) = O(m) @ ()
= « B
=1
Jadi 0 (mim) = 8(m) @ Y ).
Untuk yang lainnya silahkan diperiksa sebagai latihan.
Karena ada isomorfisma §: H — Zs maka H = Z3.
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Teorema Setiap grup siklik tak hingga G isomorp
5.6 |l dengan Z.1°

Bukiti :
Misalkan G grup siklik yang memuat a dan 8: G — 7 yang

didefinisikan dengan g(a") = n, va" €G.
@adalah fungsi sebab jika

an =anm
- a'(a)! = am(am)-1
— aam™ =e
i anm = e
- n-m =0 (karena G siklik tak hingga)
-~ n.=m

€ .fungsi injektif sebab,

- (@) = gam)

— n =m

— a» = am

dan & fungsi surjektif sebab untuk setiap neZ ada a" €6
sehingga 6(a")=n

selanjutkan  kita tunjukkan bahwa @ adalah
homomorfisma sebab : misalkan kita ambil sebarang a”,

am™ € G maka;
- O(a"am™) = g(a™m)
=n+m
= 6(a") + 6(am)
Jadi ada isomorfisma 6: G — Z, sehingga terbukti maka
G=Z m

i ' Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A
acom Company, New Jersey, 1995, hal. 72.
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_——kan semua unsur-unsur pada tabel Cayley grup-grup |
P.er , beserta Operasi binernya pada pembahasan terdahyly

hmgf .nsur pada setiap baris atau setiap kolom munchltepat.
SS:; pka“’_ sehingga .seti_ap ~baris - maupun  setiap kolom
merupakan permutasl unsur-unsur dari grupnya. Hal ini
i) ukkan fakta tentang_adgnya _hubungan antara suatu
grup G dengan subgrup dari grup permutasi S;. Teorema
cayley berikut Ini mejawab hal di atas, ternyata setiap grup G
M dengan subgrup dari Se. 5

ma 5.7 |l Setiap grup adalah isomorfik dengan suatu
Teorema grup permutasi.
Cayley.!!

Bukti:
Misalkan G grup dan Sg grup permutasi daril dan a €G.

Maka A, : G — G yang didefinisikan dengan Aq(x) = ax, Vke
G merupakan fungsi. Sehingga dapat ditunjukkan bahwa Aq
adalah fungsi injektif sebab;

Aa(X) = Aa (V)
- ax = ay
- X =y

Dan A, fungsi subjektif sebab untuk setiap y € G maka
terdapat a1, sedemikian sehingga Ad(@ly) = aa’ly =y.
Sehingga akibatnya A, merupakan fungsi yang bijektif.
Selanjutnya jelas bahwa G’ = {4« | @ € G} < G akan
dibuktikan bahwa G’ subgrup dari Sc.
1) Sifat tertutup terpenuhi sebab;

Aa Ap (X) = Aq (bX)

=a (bx)

\

Viaco;:.l Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A
°Mpany, New Jersey, 1995, hal. 109.
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= [ab)x
= Jab (¥)
=Aab € G’
if tj;j:iat?; perlaku seba? G’ _c; Sc.
p unsur identitas A, SENINGEA;
e (fa P )(X) = %o (e (X))
= Aa (€X)
=4 (¥)
(e Fa)(x) = e (Fa ()
= A (aX)
= eax
= ax
| = Aa(¥)
= Jade =le Ai & A
4) Setiap unstir mempunyai invers yaitu invers dari 4,

adalah Aq’’.
(P Aa? )X) = Aa (A (X))
= Ao (aX)
=a(alx)
= (aa1) x
= ex
= e (x)
Juga berlaku AsAa (%) = Ae (x), Sehingga Aada? = Aa'Aa =
Ae
Selanjutnya akan dibuktikan G = G’
Didefinisikan fungsi 8: G — G’ dengan @(a) = Aa, V0 €
G.
@injektif.

(karena ab € G)
-

9(0) = H(b)
d Aa = Qb
= (X)) = A (x)
g ax = bx
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a =b  (hukum pencoretan berlaku)

-
ektif sebagai akibat dari definisi fungsi 6.

g surj
Jadi 9 homomorfisma.
g(ab) = (Aab)
= ;paﬂb
é(a) 6(b)
sehingga © isomorfisma dan terbukti G = G’
o

|l

Teladan 5.12
Misalkan grup G={a
isomorfik dengan G.

b,c}. Tentukan grup permutasi yang

Solusi.
Tabel Cayley untuk G a

E a b

dalah sebagai berikut:

*

E
A b e
B

& m

Ao 1G>G
e—>ae=a
a—»>aa=>b

b—>ab =e

sehingga A, = (; z z)

Dengan cara yang sama b
. e a
diperoleh 4, = (g z 2) dan 4, = (e a b)'

Jadi grup permutasi yang isomorfik d
Brup  G' = {2,244, 4 }-
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Teladan 5.13
Tunjukkan bahwa R* — {0} = R.

Solusi:
Rerdasarkan teladan terdahulu telah dibahas bahwa terdapa;

fungsi 6: (R* — {0}, x) = (R,+) didefinisikan 0(x) = log x.
Dimana @(x) = log x adalah isomorfisma. Sehingga (R* —

(0}, x) = (R. +).
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& AL-SOA[‘ UNTUK LATIITIAI\{

g piketahui G={-1,1,i-i}dimanai = +/-T,

.. Tunjukkan bahwa G grup dibawah operasi perkalian
b, Jikaf:Z - G didefinisikan f{n) = i", Vne Z maka:
buktikan fadalah homomorfisma.

 piketahui G grup, pemetaan f: G - G didefinisikan sebagai

fla)=a’ YaeG
a. Buktikan f automorfisma jika dan hanya jika G komutatif,
Solution: jika ab = ba maka f(ab) = (ab)? = (ba)1=a1h
jadi f(ab) =f(a)f(b)
a#b maka a1 # b1 atau f(a) # f(b). Jadi f adalah 1-1
untuk setiap ye G, maka terdapat y-'e G, sehingga f(y) =
)=y
jadi f onto
b. Carilah kernel f.
Solusi: Kerf={xeG:f(x)=¢€}
={xeG:x1=¢}
={x=¢}
={e}

3. Misalkan C* = C-{(0,0)} adalah gugus semua bilangan
kompleks kecuali nol. Fungsi f : (C* x) > (R-{0} X)
didefinisikan f(a, b) = Va? + b2. Buktikan f homomorfisma
dan carilah kernel f.

Solusi:

fiab)(c.d)) = flac-bd, ad+bc) = (ac-bd)? + (ad+bc)® = (ac)? +
(bd)? - 2(abcd) + (ad)? + (bc)? +2(abed) = (@Q)+(ad)* *
(bc)2+(bd)2 = a2(cz+d?) + b?(c?+d?) = (a2+b?)(c?+d?) =
Mab)f(c,d). Jadi f Homomorfima.

2

G=2G didefinisikan

4 Dihers
iberikan grup G, ae G dan pemetaan Aa
fisma (disebut

?(X) = axal, VxeG. Buktikan Aa automor
Utomorfisma intern yang dihasilkan oleh a).
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 Misalkan G grup dan pemetaan f: G = G didefinisikgq
x2. Buktikan f homomorfisma jika dan hanya jika
komutatif.

. Misalkan G grup dan & automorfisma dari G. jika ge g dengan,
order a adalah O(a), maka buktikan 0(&(a)) = 0(a).

. Tentukan grup permutasi yang isomorfik dengan 7z,
berdasarkan bukti Teorema Cayley.

. (G; o) dan (G’; *) masing-masing adalah grup @ adalah
homomorpisma dari G ke G’. Buktikan bahwa himpunap
semua peta (bayangan) G dalam G’ oleh homomorpisma @
merupakan subgrup dari G'.

. G adalah grup siklik dengan generator a dan n(G) = 7. B
adalah grup bilangan bulat modulo 7 dengan operasi
penjumlahan modulo 7. Tunjukkan bahwa G isomorpik
dengan B.

N flx) =
G grup
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SUBGRUP NORMAL DAN GRUP FAKTOR

mum perkuliahan (TUP)
selesai perkuliahan ini diharapkan mahasiswa

mi Kkonsep-konsep subgrup normal, grup faktor
sifatnya beserta teorema-teoremanya.

yjua’
W SetEIBh

memaha
dan sifat-

s Perkuliahan (TKP)

: nKhllSll
elesai perkuliahan ini mahasiswa diharapkan

mampll:
1, Mengidentiﬁkasi subgrup dari suatu grup merupakan

subgrup normal atau bukan;
2. Menentukan syarat-syarat suatu subgrup merupakan

subgrup normal dari grup tertentu
3. Mengidentifikasi subgrup dari suatu grup merupakan
grup faktor atau bukan;
4. Menentukan syarat-syara

grup faktor dari grup tertentu;
5 Menentukan banyaknya elemen dari suatu grup faktor;

t suatu subgrup merupakan
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/ BAB w\

SUBGRUP NORMAJ.
DAN GRUP FAKTOR

g Tt e

A PENGERTIAN SUBGRUP NORMAL

Misalkan @ : G — G’ adalah homomorfisma grup, maka
Kerf merupakan subgrup dari G. Berdasakan teorema 5.4
menunjukkan bahwa koset kiri dari Ker 6 adalah subgrup-
subgrup yang mempunyai sifat bahwa semua koset-koset kirinya
sama dengan koset-koset kanannya merupakan yang penting
dalam teori grup, dan subgrup demikian subgrup normal.

Definisi 6.1 Misalkan G grup dan N subgrup dari G. Maka
Subgrup N disebut subgrup normal dari G jika untuk
Normal.l setiap g € G, n € N berakibatgng? € N.

| Cara lain mengungkapkan definisi di atas

| adalah ¥g e G, berakibat gNg’cN.

Teladan 6,1

Ezlam Setiap grup G, maka {e} dan G sendiri merupakan subgrup
"Mal dari G, silahkan tunjukkan !

\

1 - .
all | pree S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algebra. Prentice
’ l'lC, 1991' hal. 82,

167

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

50.105': ={e akan dibuktikan bahwa E subgrup normal G, Untuk
M|s.al > ¢ eck, maka gegl=99" = ¢ dimana e€E. Berartj gg,,.
setiap gEeY r;t deﬁniSi E subgl“UP normal dari G. =
' arena G Grup: maka ga €G juga (sifat tertugy

Misal g €Y ! ljuga anggota G (setiap unsur grup puni).
1¢ G Jadi G subgrup normal dari g

Teladan 6.2

Buktikan setiap subgrup dari grup komutatif adalah normal.

Solusi:

Misalkan G

maka untuk setiapg € Gdann €
gn =ng (komutatif)

suatu grup dan N subgrup G. Karena G kumutatif
N berlaku:

—» gngt =n (kedua ruas dikalikan g7)
—» gng'neN Terbukti N Subgrup normal.
Teladan 6.3

Jika 8: G = G’ homomorfisma grup, maka Ker 6 subgrup normal
dari G. Buktikan !

colusi:
Berdasarkan teorema 5.2 Ker @adalah subgru
kita ambil sebarang g € G, n € Ker 6, maka:
0(gng) = 0(g) On) Ag”)
= 6(g) €’ (A9))*
- e’
Sehingga gng! € Ker 6, dan terbukti Ker 6 subgrup normal.

p dari G. Misalkan
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da _ .
rel? qdan 4.26 diperoleh bahwa M;*(z) subgry
pari Ti o bahwa M;'(Z) subgrup normal ,

kka

Tuni”

P darij Mx(2).

golulsi;nA Mz (2)dan B € M>" (Z) sebarang, maka :
jsalk il e L
ﬂl;m = janBlAT = 1AL g =1

1Al
ingga AB 41 e Mz*(Z). Terbukti bahwa Mz*(Z) subgrup
Seh!
no]‘mal-

Teladan 6.5 | -
Misalkan S # 7 dan G grup tak komutatif dengan unsur identitas

¢ G Misalkan a € G dan himpunan [](S, G) terdiri atas fungsi-

fungsi dari S ke G.

Rdi[1(S, 6) ={f1f:S = G} .

Operasi biner pada [](S, G) didefinisikan: (fg)(x) = f(x)g(x).
Selanjutnya bentuk himpunan bagian: [1.(S.G) = {¢le(a) = e}
Buktikan bahwa ([](S.G),.) grup, dan ([1«(5.G),.) subgrup
normal dari [(S, G)!

Solusi :
1. Akan dibuktikan ([]J(S, G),.) adalah suatu grup:
Sifat Asosiatif terpenuhi.
b)) = (fg)xoh(x)
= (f(x)g(x)) h(x)
= f(x) (g()h(x)
=) (gh(x)
. = (flgh)) (x)
Ad :rv)=e, VXES
seqe ST identitasnya adalah fungsi i dengan s
®mikian sehingga

W6 =i
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::f(X)e

_—.f(x)= f(x), sehingga fi = if=f

tuk if (X) _ .
? nzlrosg::ri fungsi f adalah f 1 dengan f1(X) =(f))*, & ¢ g
nv

2ian sehingga:
SEdeml}{;E}{}x) :f(X)fI(X)
= (X))

=€
=X}

Analaog untuk (F1f)(x) = i(x), sehingga [Fl=fif=i
Terbukti [I(S, G) adalah grup.

1. Akan dibuktikan [],(S,G) adalah subgrup normal dari
[1(5.6). |
Misalkan kita ambil sebarang f, g € [1,(S,G) maka f{a)=e
dan g(a) = e. Sehingga:
(fg?) x) =f(a) (g-(a))
=f(a) (9(a))”
= ee’l
=e
sehingga diperoleh  fg™' € [1,(5,G), sehingga syarat
subgrup dipenuhi.
Untuk membuktikan normalnya, ambil sebarang
f €1a(S, G), dan h € []4(S, G), maka h(a) = e dan berlaku
(hf?) (a) =fa) h(a) f(a)
=fla) e(f(a))*
=fla)(fla))
= e
S.Ehmgga fhf~! € [14(S.G) dan terbukti [14(S,G) normal.

170

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

+.SIFAT SUBGRUP NORMAL

di ini
_teorema bawah ini merupakan sifat
-sifat dari
dri

qeore™@ 1 dan sebel

qubgruP Bt belum - membuktikannya

 wa Jalam grup G kondisi berikut berlaku 7% Perhatikan
oy grup dan himpunan A B C masing-masing sub

maka A Wy

jari sifat@> e

B C= A. BC. Silahkan tunjukkan!
I (hal ini
iatif dari grup G) (hal ini sebagai akibat

Misalkan G grup dan N subgrup G. Mak
subgrup normal dari G jika dan hanya; jika giVN

Ng, Vg € G2

Bukti:
Diketa
G, maka berlaku gNg™* cN

gN cNg

juga berlaku :

g lgNg Tt g™'N

sehingga diperoleh Ng™* € g—'N

Karena hubungan ini berlaku untuk setiap g € G maka g’
boleh kita ganti dengan 2z = g1 € G, sehingga

mengakibatkan N; c N, VZ € N dan terbukti N subgrup

normal dari G. n

hui N subgrup normal dari G maka untuk setiap g &

ahwa koset-koset kiri

Teo
rema tersebut diatas menunjukkan b
a. Contoh

dari sub
penggu,]grup normal sama dengan koset-koset kananny
aannya diberikan pada teladan di bawah ini, yaitu

dal
am membuktikan subgrup normal.

\\L
ra. Prentice

2
Davi
vid SDummit & Richard M.Foote, Abst act Algeb

H
all, Inc, 1991, hal 82
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26 diperoleh H = {m, m, 3} Subgry,

6.6
ada tela p normal dari Ss.

Mengact llJ{t ikan H subgry

SOluii:membuktikan bahwa H subgrup normal maka diperiksa
Untu '

semua koset-koset dari H:

mH=Hm

nH= {m m m}= 7
mH={m m, m} = Hm3
mH = {m 7w 75} = Hm
asH={ms m )= H7s

mH= {7 s ™} = H7s
Karena koset-koset kiri sama dengan koset kanan maka menuryt

teorema 6.1, H adalah subgrup normal dari Sz.

Teorema 6.2 Jika 6: G— G’homomorfisma grup, maka Ker ¢
merupakan subgrup normal dari G.3

Bukti :
Menurut teorema 5.2 Ker #merupakan subgrup G. akan

dibuktikan bahwa Ker @adalah subgroup normal.
Misalkan g €G, neKer 6 sebarang, maka
8(gngl) = 0(g) On) A g
8(g) e'(6(g))"
= e’
Sehingga gng! € Ker 6 subgrup normal dari G.
u

- David SDummit & Ri Prentice
Hall, Inc, 1991, ha g3 onard M-Foote, Abstract Algebre.

172

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

[risan dua subgrup normal merupakan
subgrup normal juga.

ut teorema 5.16, jika H dan K subgrup dari grup G
HNK juga sebgrup dari G. Selanjutnya untul;

maka
membuktikan normalnya, ambil sebarang g€G, dan x e

HnK, maka X € H dan x € K. Karena H subgrup normal
nalkd gxg? € H, dan karena K subgrup normal maka gxg-1
¢ k. Akibatnya gxg”’ € HNK.

fadi H N K. adalah subgrup normal.

Teorema 6.4 || Misalkan 6: G— G’ epimorfisma grup, maka
berlaku kondisi berikut.#
1. Jika N subgrup normal dari G, maka g(N)
juga subgrup normal dari G"
2. Jika N’subgrup normal dari ', maka ¢
1(N’) subgrup normal dari G.

Bukti :

1. Menurut teorema 5.1 point ¢, bahwa ¢N) merupakan
subgrup dari G Untuk membuktikan kenormalannya.

Misalkan g’eG’ dan n’e@(N). Karena @ surjektif maka
ada g € G sedemikian sehingga O(g) =g-Jugaadan € N
sedemikian sehingga 6(n) =n"

selanjutnya diperoleh
g'n'(g)'= 6lg) O(n) A9))"
= Og) 6(n) Ag”)
= 6gng”)
——

Viacon: (}:{ erstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, Si
Ompany, New Jersey, 1995, hal. 72.
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Karena N subgrup normal maka gng? e N, maka g

1) ed(N).
Jadig’n'(g’]-f & Q(N), terbukti Q(N) normal.

(Qng-

2. Menurut teorema 5.1 point d, ¢7(N’) adalah Subgrup
dari G. Untuk membuktikan normalnya, misalkap kita
ambil sebarang g € G, dan  n €6°1(N’), maka gn) e N’
dan

gng?) = 6(g) 6(n) 0(g))*
= 6lg) 8(n) A(g))"
= g'n’ ()"
Dengan g’ = ¢(g) dan n’ = @(n). Karena N’ subgrup
normal dari G’ maka g'n’(g’)* € N’, sehingga diperoleh g
(gng?) € N’ berakibat gngZef -I(N’). Jadi 61N’
subgrup normal dari G-.

Teorema berikut ini menunjukkan bahwa hasil kali dari dua
koset kiri dari subgrup normal merupakan koset kiri, begitu
juga untuk koset kanan.

Teorema 6.5§ Misalkan N subgrup normal dari grup G dan
aN, bN koset-koset kiri dari N. Maka aN. bN =

(ab)N. 5
Bukti :
aN.bN =a. Nb. N

=a.bN.N (teorema 5.1)

= (ab). NN

=(ab). N (teorema 4.18 nomor 1).
|
Analog untuk koset kanan.

5 y
Viacon Eerstem. IN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A
ompany, New Jersey, 1995, hal 80
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qsarkan sifat dari subgrup normal yaitu koset Kiri

n koset kanan, maka perkalian dua koset juga
sama d koset lagi. Sehingga dapat dibentuk struktur grup
mer E kzgotaa““ya berupa himpunan koset-koset dari subgrup
ang en

~al di bawah operasi perkalian koset (operasi disini dalam

no wk abstrak):

Misalkan G suatu grup, dan N subgrup normal
dari G dan himpunan G/N beserta operasi
perkalian pada G/N adalah sebagai
berikut: G/N = { aN [ a € G } dan aN. bN =
abN. Maka G/N merupakan grup dan disebut

grup faktor dari G oleh N.6

Bukti. . -
Menurut teorema 6.5 maka G/N tertutup di bawah operasi

perkalian.
1) Sifat Asosiatif terpenubhi.

(aN. bN) cN = (ab)N.cN

= ((ab)c)N
= (a(bc))N
= aN((bc)N)
=aN(bN. cN)
2) Ada Unsur identitas adalah koset N sebab
aN.N =aN.eN
= (ae)N
=aN
dan
N.aN =eNN
=(ea) N
=aN
\
® Ibid, hal, 81,
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urnya mempunyai invers, yaitu invers darj
ns

Setiap U .
j}v adalah 41N, sebab:
aNaiN =(aa )N
=eN
=N
giNaN =(ala]N
=eN
=N
Terbukti bahwa G/N merupakan grup.
o

Jika G grup komutatif, maka G/N juga komutatif artinya aN. bN =

(ab)N = (ba) N = bN.aN.

Jika G grup hingga maka G/N juga grup hingga akibatnya
menurut teorema Lagrange O(G /N) = %

Teladan 6.7
Subgrup 3Z merupakan subgrup normal dari Z sehingga Grup
faktor dari Z oleh Z/37Z ={3Z, 1+3Z, 2+3Z7}.
23={0,1,2}
Amatilah Tabel Cayley 6.1 dan 6.2 berikut ini:
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secard umum Z/nZ adalah subgrup faktor dari Z oleh,
nz=Zn

dan 6.8 .
Teli subgrup normal dari (C, +). Maka

R+) _

(M) R={(a+b)+Rab €Rdan i = y=T)
= {bi+R[D eRdani=+-1)

Jdalah grup faktor dari C oleh R.

Teladan 6.9

pada teladan 6.6, H = {m, mz, 3} adalah subgrup normal dari .
Maka S3/H = {H,mH} adalah grup faktor dan silahkan buat tabel

Cayleynya.
perhatikan mH. msH = (ms i) H=mH=H

Homomorfisma natural dijelaskan dalam teorema berikut ini.

Teorema 6.7 | Misalkan N subgrup normal grup G. Maka
fungsi 6:G - G/N yang didefinisikan oleh
8(x) = xNmerupakan epimorfisma dengan
Ker 6 = N.7

e

Bukti.

?Ezal)kin Ambil sebarang x, y € G, maka
Seh?} =XxyN = (xy)N = xN.yN = G(X)G(}’) .

ingga 6 homomorfisma dan sifat surjektf pada
\

o Herstein, LN, Abstract Algebra. Third EdIio simon & Schu
Ompany, New Jersey, 1995, hal. 83.

@ adalah

_ tster A
Vlaco
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akibat dari definisi. Selanjutnya,
Ker 6={a eGlO(a)= N}
=faeG[aN =N}
=faeCla e N}

=N
Homomorfisma ini disebut homomorfisma Natura].

Berdasarkan teorema 6.7 di atas, homomorfismg Natury]
6:G - G/N menunjukkan bahwa setiap grup faktor dari ¢
merupakan bayangan homomorfik dari G. Teorema berikut ip;
menyatakan bahwa konversi dari pernyataan diatas juga
berlaku, yaitu setiap bayangan homomorfik dari 8rup G adalah
isomorfik dengan grup faktor dari G. Sehingga dapat dikatakan
bahwa grup-grup faktor identik (dalam pengertian abstrak)
dengan bayangan-bayangan homomorfiknya.

Teorema 6.8 [f Misalkan @ : G — G’ isomorfisma grup
Teorema dengan Ker ¢ = H, maka G /H ~ G’
Dasar
Homomorfisma
untuk Grup.8
Bukti.

Untuk membuktikan teorema ini akan ditentukan
isomorfisma darj G/H ke G’ Fungsi w didefinisikan
s G/H - G’ dengan w(xH) = ¢(x),vxH € G/H .
Diperoleh bahwa ¢ adalah fungsi injektif, sebab
| XH =yH
i X' e€H =Kery
\

8 He R
Viacom Cq rl:tem. LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A
Pany, New Jersey, 1995, hal. 85.
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'-'1 — e )

(4

T een™ )=¢

o p(X)e()t=¢

o p(x) = ¢(y)
& w(xH) = w(yH)

piperoleh bahwa w adalah fungsi surjektif, sebal, -
cetiap a € G’ karena ¢ surjektif maka ada x ¢ ¢
o) =@ dengan w (xH) = ¢(x) = q.
Juga didapat bahwa w adalah homomorfisma sebab;
w(@H.yH) = w (xyH)

= ¢(xy)

= ¢(x) ¢(y)

= w(xH)w(yH)
Sehingga terdapat isomorfisma w: G/H - G,

sehingga

Terbukti bahwa G /I = G'.
o

Berikut ini dipaparkan beberapa teladan penggunaan
teorema dasar homorfisma yaitu untuk menunjukkan ke-
isomorfik-kan antara bayangan-bayangan homomorfisma grup
dengan grup faktornya.

Teladan 6.10

Pada teladan 5.3, fungsi @: A x B — A, dengan A dan B masing-
masing grup yang merupakan epimorfisma. Selanjutnya dari
teladan 5.7 diperoleh bahwa Ker @ = {ea} x B. Maka menurut
Teorema homomorfisma berlaku (AxB)/{e}xB = A.

Teladan 6,11

gapaf ditunjukkan bahwa fungsi 4 : Z12—724 dengfl!l{l_(&ﬂ)_:
Va4, €2, suatu epimorfisma dan Kerp={0,% 8) =l(:).
%2  menyryt teorema dasar homomorfisma berlaku
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le/(Z‘) = Z4 .

Teladan 6.12
Misalkan fungsi g : Z—Zn dengan u(a) = @, Va € 7 Merupaka,

epimorfisma dengan Ker p = nZ. Maka menurut teoremap dasar
homomorfisma berlaku Z/nZ = Z,,.

Teladan 6.13
Silakan cari sendiri sebagai latihan bagi pembaca!
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S
1.

6.
A

L UNTUK LATIHAN

ng G sebagai grup yang gap
s-matriks tak singular berordg
bilangan real.

panda
matl‘ik
e]emennya

hN = {{% 0
Himpunan N adala {(0 a) Ia ERax 0}, Tunjukkan
pahwa N subgrup Normal G.

560tanya - tergjy; atas
£2%2 dengan elemen-

Diketahui homomorfisma 6 : Z > Z, #a) = g, vee 7
Tentukan Ker@dan grup faktor Z/ker 6,

Misalkan A grup, B subgrup A dan N(B) = {ae A|aBa-1= B).
Buktikan B subgrup normal N(B).

Misalkan H, K masing-masing subgrup normal G dan HNK =
(e). Buktikan hk = kh, Vhe H, VkeK.

Diberikan N subgrup normal dari grup G, H sub grup G,

HN = {hnlheH, neN} buktikan HN subgrup G dan
merupakan sub grup terkecil yang memuat H dan N.
Buktikan grup faktor dari grup siklik adalah siklik.

Buktikan (Zs x Z2)/ ({0} x Z2), isomorfik dengan Zs.

i dari
Solusi ini sebagai acuan untuk memunculkan jalan keluar

soal yang diberikan:

— bec # 0} dan
1 MisalkanG:{(‘; ﬁ):a,b,c,d € R,ad — bc *

N= {(a 0) -a €ER,a# 0} akan ditunjukkan bahwa

0 a »
jika A € G dan B € N, berlaku ABA1EN

0 AB = BA:
: a b e [ maka
Misalkan A = (c d) dan B (0 a) J—

= N.Ja
sehingga ABA-? = BAA~ = B.1=B €N

normal G b

2. Misalkan untuk setiap a €N(B); b €P. aba1=b€ B- Jadi B
Karena a eN(B) maka aBa™ = b e
subgrup normal N(B).

3. Silakan dilanjutkan!
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RING, SIFAT-SIFAT DAN HOMOMORPISMA RING

Tujuan Umum Perkuliahan (TUP)

Setelah selesai perkuliahan diharapkan mahasiswa dapat
memahami sifat-sifat, tipe-tipe dan karakteristik ring serta
memahami konsep homomorpisma ring.

Tujuan Khusus Perkuliahan (TKP)

Setelah selesai perkuliahan diharapkan mahasiswa mampu ;

a) Mengidentifikasi suatu ring;
b) Menunjukkan contoh suatu ring bilangan;

¢) Menunjukkan suatu ring matriks/pasangan bilangan
berurutan;

d) Menentukan sifat suatu ring;

e) Mengidentifikasi suatu ring komutatif, suaturing dengan
elemen satuan;
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RING, DAERAH INTEGR &
DAN LAPANGAN L

— I & O

Pada bab yang terdahulu dibicarakap struktur aljab
grup dengan satu operasi biner, misalnya 7 dengan OPErja Sia:
(operasi penjumlahan) atau R dengan operasi x (operag;
perkalian) dan seterusnya. Dalam bab ini akan dibahas struktur
aljabar dengan dua operasi biner yaitu operasi + dan -, Operasi
penjumlahan dan perkalian yang dimaksudkan adalah operasi
dalam pengertian abstraks beserta hubungan antara kedua
operasi tersebut, sehingga berlaku kombinasi: a. (b + ¢) = a.b +
a.c dan (a +b).c = a.c + b.. Konsep ring, daerah integral dan
lapangan merupakan tipe struktur dalam bahasan ini.

(R, *#) . (R, #, 9)..... (R, X, +)

A.PENGERTIAN RING

Struktur aljabar dengan dua operasi biner yang paling
UMum adalah ring, berikut ini diberikan definisinya.
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F Struktur aljabar (R+,) dengan operae——_

g e , ' SI + dan
operasi . disebut disebut Ring jika memenuh-
aksioma-aksioma berikut inij.1 1
1. (R, +) merupakan grup komutatif
2. Bersifat asosiatif terhadap operag;
(terhadap operasi kedua).
3. Berlaku hukum distributif kirj artin
z eR maka x(y +2z)=xy + xz
4. Berlaku hukum distributif kanap artinya py,
y.z eR,maka(x+y)z=xz+yz d

Definisi 7.1 Perkaliay,

ya bk’ y ?

T

Unsur identitas terhadap + (atau operasi pertama

) dinotasikan
dengan 0 dan disebut unsur nol.

1. Jika operasi perkalian bersifat komutatif, artinya Wy eg Xy
=yx maka R disebut ring komutatif

2. Jika ada unsur identitas dibawah operasi perkalian (unsyr
ini disebut unsur kesatuan, dinotasikan dengan 1 dap
disingkat unkes), artinya VxeR, 71 eR, sehingga x-1=1-x = X,
maka R disebut ring dengan unsur kesatuan.

Perhatikan bahwa operasi penjumlahan dan perkalian disini
adalah operasi dalam p s

dari definisi operasi yangdiberikan.:© 0 -

ngertian abstrak artinya tergantung

Teladan 7.1

Pada struktur-struktur (Z+), (Q +°, (R + ) dan (C +).
memenuhi aksioma 1, 2 dan 3, sehingga masing-masing
merupakan ring komutatif dengan unkes 1.

_ ' Herstein, LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A
Viacom Company, New Jersey, 1995, hal. 126.
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7.2 : .
T"Iadana]ah pimpunan matriks-matriks ordo nxp den

Mn{R} a-]angan real, maka ( Ma(R), +, * ) adalah ring,
Y bi R+ adalah grup komutatif
. (Mol - & My(R), berlaku (AB) C= A (B()
; t/Ai( u’m gistributif berlaku: VA, B, C &€ M,(R)
3. ]'2; A8+0 =AB +AC
?b) pepc=ACEEC
s Identitas I, sedemikian sehingga LA = Al = A, untuk

pda matrik :
sbarang A di Mn(R), maka ( Ma(R), +, - ) disebut ring dengan
5

unkes:

gan entry-

kan ring komutatif, sebab ada matriks 4, BeMq(R),

ng lni bu
= BA. Untuk lebih meyakinkan masalah tersebut

dengan AB
ilakan berikan contohnya.!

Teladan 7.3
Himpunan (Zn @, @®)yang elemen-elemennya terdiri dari

bilangan-bilangan bulat modulo n merupakan ring.

1. (Z,®) adalah grup komutatif
2. Terhadap Operasi O bersifat asosiatif. Artinya (a@b)oE =
a0(bO),
3. Sifat distributif berlaku :
iQ(b®c) = a®(b+c)=alb+c)=ab+ac= ab@®ac
= (@ O b)®(@ow)

Ring tersebut memiliki unkes yaitu y dan ring tersebut
:‘empakan ring komutatif artinya untuk setiap 4, be Zn
erlaky;

iQOb=ab=ba=bQa
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jadan 7.4 | % .
Te nan F terdiri dari fungsi-fungsi f: R > R dibawah opa
s .
+H ;ILIII]J . yang definisikan
[+9)@) = * g(x)
(fa)() = 99X

adalah merupakan ring.
1. (F, +)grup komutatif
2 Asosiatif berlaku : (fa) h=f(gh)

3. Distributif kiri berlaku :

(flg +h) (x) =fX)(G + W)
=flx)(g (x) + h(x))
= f)g)(x) + f(x)h (x)
= (fg)(x) + (fM)(x)
=(fg +M)(x)

Untuk bukti distributif kanan adalah analog dengan distributif
Kiri.

Vx € R

(£, + .) merupakan ring dengan unkes yaitu fi(x) = 1 dan juga
merupakan ring komutatif :

(19) ) =fx)g(x)

=9(x) f(x))
= (gx)

A t_et_api jika operasi perkalian didefiniskan sebagai
komposisi fungsi f o g.maka (F,+,) bukan ring, kenapa?

186

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

5

an7

relad X himpunan talf kOIS‘;ng gan Ve afialah himpunan
 X. Operasi penjumiahan dan perkaljan didefinisikan
pas? = ox
EZ

VA’B,HB: (AUB)—(ANB)danA.B=Anp
ox 4, .)merupakan ring (tunjukkan!) dengan unsyr
impunan kosong @ sebab

h

nDl“yaA+¢= (Au@)—(ANG)=A-0=A Begitu pula
@+A=(¢UA)_(@nA)=A—®=A

jerupakan ring dengan unkes himpunan X sebab untuk setiap

12" perlaku:

A.X =ANnX=A
X.A =XNnA=A
Teladan 7.6

Misalkan (G, +) grup komutatif dan didefinisikan untuk setiap x, y
eG, xy = x. Maka (G, +, .) adalah struktur yang bukan ring sebab
distributif tidak berlaku yaitu x (¥ + z) = x sedangkan xy + Xz =x +
X=2X

sebagai contoh misalkan G = ( Z +, -), maka berlaku:

4(2+5)=47=4

42+45=4+4=8

B. SIFAT-SIFAT RING i
Jika R ring maka (R, +) adalah grup komutatif sehingga
berlaky kondisi-kondisi berikut ini:
L Unsur noJ adalah tunggal
2. Setiap unsur mempunyai invers aditif (terha
: dan invers jnj tunggal
+ Hukum pencoretan kiri dan kanan berlaku, artinya:

dap operasi +)
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Jjikaa+b=a+G maka b =¢
jikab+a=c+a, makab=c

4. Persamaan a + X = b dan y + a = b mempunyaj Penyelesajy,

tunggal
5. Berlaku-(-a) =adan—(a+b)=-b+(-a)=-a+(-p)
6. Jika m dan n bilangan-bilangan bulat maka berlaky :

(m+n)a =ma-+na
m(a+b) =ma+mb
m(na) = (mn)a

Catatan :x + (-y) dinotasikan dengan x - y

Berikut ini disajikan teorema-teorema

yang berkaitan dengan
sifat-sifat sederhana dari ring

Teorema 7.1 [§ Misalkan R suatu ring dengan unsur nol adalah |

0 dan x, y, z € R Maka memenuhi sifat-sifat
berikut.2

1. 0.x=x.0=0

2. X(y) = (x)y =-(xy)

3. (X)(y)=xy

4. X@-Z):;g)-xz
(X-y)z=xz-yz

Bukti :
1. Dari sifat unsur nol distributif maka gy = (0+0)x=0x+
Ox

Dilain pihak karena 0 unsur nol maka berlaku 0x = 0 + 0x
Selanjutnya dari kedua kondisi diatas diperoleh :

* William D.Blair & John A Beachy. Abstract Algebra With a Concret®

Introduction. Prentice Hall, Inc, 1990, hal. 202.
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Ox + 0X = 0+ 0x
ox =0 (hukum pencoretan)

ik X0 = 0 adalah analog dengan bukti diatas

Bllkti unt
. R
» Jsarkan sifat distributif dan sifat 1 maka
2,
g =X
= X0
=0

jilain pihak juga berlaku : -(xy) + Xy = 0, sehingga

diperoleh
()Y -(xy) + XY (sifat 2)
x(y) =)

pukti untuk (-xJy = -(xy) adalah analog dengan bukti

diatas. ®

. (x)(y)=-) (menurut2)
=-(-(xy)) (menurut 2)
=Xy (kondisi 5)

o
Lo xy-2)=x+ ()
=xy + x(-z)

=xy + (-x2)

=Xy -XZ.
(3]
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Unsur kesatuan dari suatu ring R adalap,
tunggal’

Bukti;ma]kan 1 dan 1’keduanya unkes dari R, maka
1.1 =1 (karena 1 unkes dari R)
1.1 =1 (karena 1’ unkes dari R)
sehingga diperoleh 1 =1
[
Teorema 7.3l Misalkan R suatu ring, dan R # {0} serta
memiliki unkes 1, maka 0 = 1.

Bukti :
Misalkan ambil sebarang x € R, x # 0. Andaikan 0 = 1 maka
Ox = 1x, sehingga diperoleh 0 = x, jadi kontradiksi dengan
yang diketahui, yaitu x #0 . Jadi pengandaian salah. Jadi 0 #
1. |

C. DAERAH INTEGRAL (INTEGRAL DOMAIN)

Telah kita ketahui bahwa dalam ring (Z, +, . ) berlaku
proposisi sebagai berikut :

Jikaab=0,makaa=0ataub=0

Artinya jika hasil kali dua bilangan bulat sama dengan nol, maka
salah satu faktornya harus sama nol. Sehingga jika akan
menyelesaikan persamaan. |

X2-4x +3 =0

(X—'I)(X-3) =0

* David S.Dummit & Richard lgebra. Prentice
Hall, Inc, 1991, hal, 228, ard M.Foote, Abstract Alg

4 .
Viacom éierstem. LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster A
Ompany, New Jersey, 1995, hal. 128,
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 atau X - 3 = 0 merupakan syarat perly bagi
.1 ers maan diatas. Jadi diperoleh penyelesaian x =
an
p
pe 23 mbul pertanyaan apakah kondisi diatas selaly

uX in ti
Iata n kin ‘ :
Ml; lagm ing sebarang? Ternyata ada ring dimana kondisi

perlal? ddiataS idak berlaku. Misalnya ambil contoh dalam ring
‘ersebu:aku 5 % 0dan 4 #0, tetaEi 3®4 = 0, demikian juga
0 ber§®§ _ 0, padahal 9 # 0 dan 8 # 0 dan seterusnya.
palnya
{ingga penyelesaian dari persamaan
Seh!
¥2-5x+ 6 =0
(x-—Z)(X"-B) =0
i 7z tidak hanya diperoleh dari (x - 2) = 0 atau (x-3)=0

schingga diperoleh x = 2 atau X = 3, tetapi juga benar untuk x = 6

dan X= 11 SEbab:

Jika x = 6, maka (6 - 2)(6-3)=4.3= 12=0
Jika x = 11, maka (11-2)(11-3) = 98=72=0

yataan diatas, berikut ini akan

didefinisikan suatu unsur pembagi nol dalam ring yang
komutatif. Selanjutnya suatu ring yang Kkomutatif, mempunyai
ukes dan tidak mempunyai pembagi nol akan membentuk
struktur yang disebut daerah integral. Sehingga daerah integral

adalah suatu bentuk khusus dari ring.

Berdasarkan dua ken
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Definisi 7.2 | Misalkan R ring komutatif, am
Pembagi disebut pembagi nol jika ada b = g sep; Unsur 4
Nol.5 = 0. €Ningga g5
—
Teladan 7.7

—

Unsur-unsur pembagi nol pada Z; adalah v, £, Ay

Unsur Y pembagi nol sebab ada 1#£ sehingga v @ 5 - 0
untuk yang lainnya silakan ditelaah dan dianalisis sendiri,

’

Teladan 7.8
Dalam ring terdiri dari matriks-matriks ordo 2 x 2 memilikj

pembagi nol. .
Misalnya matrik A, B berikut.

A= |(1) gl'danB = lg (i)l sehingga didapat AB = |8 g|

Dengan demikian A maupun B disebut sebagai pembagi nol

Catatan:
Suatu rmg R tidak mempunyal pembagi nol jika memenuhi

" kondisi berikut ini :
' Jika ab=0,makaa=0atau b= 0, va,b €R.
- Kontraposisi dari pernyataan diatas adalah
 Jikaa #0dan b #0, maka ab =0
Ring Z d:katakan Ring komutatif yang tidak mempunyal
' pembag1 nol. ‘ -

Telah dijelaskan dimuka bahwa dalam sebarang ring R
berlaku hukum pencoretan dibawah operasi penjumlahan, hal
ini sebagai akibat dari (R, + ) adalah grup. Tetapi tidak demikian
halnya jika dibawah operasi perkalian. Teorema dibawah ini

S Herstein, LN. Abstract Al Schutster A
i gebra. Third Edition, Simon & 3¢
Viacom Company, New Jersey, 1995, hal. 128.
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a syarat perlu dan syarat cukup agar hukum
u dibawah operasi perkalian adalah ring R

mbagi nol.

hw
kan D2
meﬂyata n ber]ak

etd .
Hukum pencoretan berlaku dalam ring R, jika
dan hanya jika R tidak mempunyai pembagi

Bukti :

Diketahui hukum
nsebaranga, b, € R, a #0, maka

pencoretan berlaku dalam ring R.

Misalka
ab =0
> ab =a0
2> b =0 (hukum pencoretan berlaku)

Dengan cara yang sama adakan diperoleh jika b #0dan ab

=0, maka haruslah a = 0.
Jadi terbukti R tidak mempunyai pembagi nol.

o
Sebaliknya, diketahui R
nol. Misalkan @, b, c e Rdana =0, maka
ab =ac

merupakan ring tanpa pembagi

> ab-ac=0
2> a(b-c) =0
9

b-c =0  (karenaRringtanpd pembagi nol)

- b =c

Dengan argumen yang sama dapat
ca dimana a = 0 maka b = ¢. S€

pencoretan kiri/kanan berlaku .
o

ditunjukkan bahwa ba =
hingga terbukti hukum

e ———

ViacOr: C* lerstein, L.N. Abstract Algebra. Third
ompany, New Jersey, 1995, hal. 138-

Edition, Simon & Schutster A
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Sebagai akibat dari teorema 6.4 adalah jika R ring tanpa

pembagi nol maka persamaan ax = b mempunyai Penyelesai,,
tunggal. Sebab misalkan x; dan xz adalah penyelesaiannya Maka.
ax1=b dan axz=b ‘

- ax;= axz
> x;=x2 (Hukum pencoretan berlaku)

Selanjutnya jika R dengan unkes I dan a =0 mempunya;
invers multiplikatif (a disebut unit), maka penyelesai;mnya
adalah x = a'b. Jika juga berlaku R adalah ring yang komutatig
maka penyelesaian persamaan diatas adalah x=a'1p = pg-1

Definisi daerah integral berikut ini adalah merupakan
bentuk khusus dari ring.

Definisi 7.3 | Suatu ring komutatif dengan unkes dan tidak
Darerah mempunyai pembagi nol disebut daerah
Integral.” | integral.

Berdasarkan definisi diatas maka persamaan polinomial
dengan koefisien-koefisien dalam daerah integral yang dapat
difaktorkan menjadi faktor-faktor linier, penyelesaiannya dapat
dicari dengan cara menyamakan setiap faktornya dengan nol.
Juga harus diperhatikan bahwa dalam daerah integral hukum
pencoretan (dibawah operasi perkalian) berlaku. Dibawah ini
diberikan contoh-contoh dari daerah integral.

Teladan 7.9

Tunjukkan bahwa ( Z, +, .) adalah daerah integral. (Silakan
dibuktikan sebagai latihan).

. _ "
7 W_'Ilharn D.Blair & John A.Beachy. Abstract Algebra With a Concré
Introduction, Prentice Hall, Inc, 1990, hal. 202.
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Jada? 740

f :
0y|x € R} adalah ring yang k ,
' X g Kom
Ma[(o 0)| 1 0) . MEMmpunyaj

unkes matriks ( 00

ok setiap matriks tak nol A, B € M, dimana A = ( g 8 ) dan

e (g g) sehingga diperoleh ab # 0.

i M adalah ring tanpa pembagi nol, sehingga M merupakan
daerah integral.

Teladan 7.11 .
puktikan Zp daerah integral jika dan hanya jika p bilangan prima.

Solusi:

Misalkan Z, daerah integral maka Z, tidak memuat pembagi nol.
Andaikan p bukan bilangan prima, maka terdapat m, n € Z
dimana 1 <m,n<p sehingga p = mn. Selanjutnya berlaku
M#0 dan %0 dan O=p=mm=m@n Hal ini
menunjukkan bahwa i adalah pembagi nol. Jadi diperoleh
kontrakdiksi dengan yang diketahui bahwa Z tidak memiliki
pembagi nol, sehingga terbukti p prima.

Sebaliknya, misalkan p prima. Pada teladan 6.3 diperoleh
bahwa Z, merupakan ring komulatif dan mempunyai unkes.
Akan dibuktikan Z, tidak mempunyai pembfgi nol. Misalkan
Untuk sebarang a,b € Z, dengan @ # 0,b # 0. Maka ab bukan
kelipatan dari p yaitu :

ab # kp dengank €Z
- ab#0
- aQ®b=#0
Jadi terbulcei Z, tidak memuat pembagi nol

195

Dipindai dengan CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

nyai inyers
aka F bukan

etapi tidak setiap unsur dari F Mempy
uﬂke:’ 7 Jelaskan 1), sehingga dengan demikian 1,
[k::u feld atau lapangan.

su

pelam suatu field atau lapangan penyelesaian dari persamaan
= b ipresentasikan sebagai

x = b adalah  x = alb dapat

et e i e
jan| = Invers imultiplikasizdari

Ssawmti i bl g e

Teorema dibawah ini menunjukkan bahwa field atau la.pangan
merupakan struktur ring yang lebih khusus dari daerah integral
(integral domain).

rah
Teorema |f Setiap field atau lapangan mgrupakan dae

7.5 integral (integral domain)-’
IR

Bukti : - ing yang
. ka F adalah T
Misalkan F field atau lapangah nsla]uga perlaku (F-{0})

komutatif dan mempunyal unkek-an Jibuktikan babwa F
adalah grup. Untuk selanjutnya 2 il x) €

- b
. isalnya kita am
tidak mempunyai pembag! nol. Mi maka X% J

# 0, .
F sebarang dengan x # 0 f:)af;sJi’fat ortutup Sehinge? Xy
Karena (F-{0},.) grup maka D€

tice

n
s i Abstract Algebra. Pre

P _FOOteJ
? David S.Dummit & Richard M
Hall, Inc, 1991, hal. 233.
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- p-{0). Ini menunjukkan xy = 0. Jadi terbukti bahwja
‘ : . -
svarat-syarat daerah integral dipenubhi.
. (LA hat™ -

Karena setiap field atau lapangan merupakan daerap,
integral (integral domain) maka. setiap field/lapangan tidak
mempunyai pembagi nol. Perhatikan bah\tva (Z, +) adalah
daerah integral ~atau integral domain tetapi bukan
field/lapangan. Hal ini menunjukkan bahwa konvers darij
teorema 7.4 tidak berlaku. Tetapi jika D adalah daerah integra]
hingga (integral domain finite) maka D suatu ﬁeld/lapangan_

f‘ Teorema | Setiap daerah integral hingga (integral domain
7.6 finit) adalah merupakan field/lapangan,10

Bukti :
Misalkan D adalah daerah integral yang hingga dan D = {0
1, a3 az .., Gn-1 }. Maka D adalah ring yang komutatif dan
mempunyai  unkes.  Langkah selanjutnya  akan
membuktikan bahwa setiap unsur tak nol dari D
mempunyai invers. Misalkan a D sebarang dan a =0,
Konstruksi himpunan D' = {ay, aay, aay, ..., aa,.; |3

Karena D daerah integral maka D tidak mempunyai
pembagi nol sehingga unsur-unsur dari D’ adalah unsur-
unsur tak nol dari D. Unsur-unsur dari D’ semuanya
berbeda, sebab andaikan terdapat i, j dimana i # j
sehingga.

aq; = aaj
—ag—aa;=0
=3 a(a, — aj) = {)

10 1bid,, ha, 234,
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- (g —a&)=0, karena D tanpa

pembagi nol
- a; = aj

maka diperoleh kontradiksi. Jadi banyaknya unsur dari p’
ridak kurang dari n. Akibatnya banyaknya unsur dari D’
cama dengan n. Ini berarti bahwa unsur-unsur dari D’
adalah unsur-unsur tak nol dari D, begitu juga sebaliknya.
gehingga terdapat dk dengan aax = 1, dan karena D
komutatif maka berlaku aax = axa = 1, ini artinya ak invers

dari a.
o

= ( sebarang, maka setiap unsur tak

selanjutnya karena @ € D, a
s. Jadi terbukti syarat-syarat

nol dari D mempunyai inver
lapangan dipenuhi. i

gunaan teorema 7.4 diberikan dalam pembuktian

Contoh peng
berikut ini.

Teladan 7.15

Buktikan Z, dengan p prima merupakan field atau lapangan.

~ Solusi :
Pada teladan 7.11 telah dibuktika
adalah daerah integral. Selanjutnya menurut teo

Z, hingga maka Z, lapangan.

n bahwa Zp, dengém p prima
rema 7.6 karena

Diagram dibawah ini menunjukkan hubungan antara bentuk-

bentuk ring yang sudah dipelajari-
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A Collection of Rings

E. KARAKTERISTIK RING

Pada ring Z», dimana m adalah bilangan bulat positif
terkecil sehingga ma € Z,,,va € Z,. Bilangan yang seperti inj
merupakan bilangan yang special dalam pembahasan mengenaj
ring karena tidak setiap ring mempunyai bilangan tersebut,

Bilangan n disebut karakteristik dari ring R jika
Definisi 7.5 | nadalah bilangan bulat positif terkecil sehingga
na =0, Vae R. Jika tidak ada bilangan seperti
ini maka dikatakan n berkarakteristik 011

Teladan 7.16
Ring Zn mempunyai karakteristik n.

Teladan 7.17

Ring Z berkarakteristik 0 sebab tidak ada bilangan bulat n

sehinggana=0, Vae Z.Pada z hanya untuk n = 0 sehingga Oa =
0, Vae Z

—————

"' David S.Dummit g Richard M.Foote, Abstract Algebra. Prentic®
Hall, Inc, 1991, hal, 255
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relad?” 742 5 l .
" ada teladan 7.5 unsur nolnya adalah himpunan @ dan

Ring nyal karakteTiStik 2, sebab 2 adalah bilangan bulat positif
memP ga VA€ v* berlaku:

cerkeci! sehing
24 =A+A
= (A UA)-(ANA)
=A-A
=

unyai unkes I, maka karakteristiknya akan

jika ring R memp
dengan menggunakan teorema berikut ini.

lebih mudah dicari

Teorema 7.7 || Misalkan R ring dengan unkes 1. R
mempunyai n jika dan hanya jika n bilangan

bulat positif terkecil sehingga nl=0.?

Bukti :
R mempunyai karakteristik n, maka n bilangan positif
R. Dengan mengambil a = 1

terkecil sehingga na = 0,Va €
maka diperoleh n=0, sehingga nl = 0. Sebaliknya jika n
adalah bilangan bulat positif terkecil sehingga nl = 0.

Va € R, na=a+a+a+-ta

—a(l+1+1++1)
= a(nl)
= a(0)

=0

—

12 Herstein, I.N. Abstract Algebra. Third Edition, Simon & Schutster

A .
Viacom Company, New Jersey, 1995, hal. 138.
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Selanjutnyd andaikan n tidak minimal maka. terdapat m <,
sedemikian sehingga ma = 0, Vae R, Akibatnya dengan
mengambil @ = 1 maka l?erlaku ml. = 0, hal inj berart
rontradiksi dengan hipotesis. Terbukti n karakteristi) darj

R s}

7.8 berkarakteristik n, maka n adalah bilangan

Teorema || Jika suatu lapangan atau daerah integra]
Iﬁ prima.13

Bukti :

Misalkan R adalah lapangan atau daerah integra] yang
berkarakteristik n, maka menurut teorema 7.7, berarti n
adalah bilangan bulat positif terkecil sehingga n1 = ¢
Andaikan n bukan bilangan prima, maka n = rs dengan 7 <
r, s <ndan r, s masing-masing bulat positif, Akibatnya:

(r1) (SUC (1+1+.. +j1) (tl +..+1)

J

r kali SEJ(H

=(1+1+1+..+1
C+++)

rs?c‘:fli
= (rs) 1
=nl
= 0 (menurut teorema 7.7)

J

Selanjutnya karena R lapangan atau daerah integral maka
tidak mempunyai pembagi nol, sehingga berlaku r1 = 0

atau s1 = 0. Ini kontradiksi dengan n minimal sehingga nl =
0.

Jadi terbukti n bilangan prima.
a

13 Ibid,, hal, 140,
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DA N[DFAL
dengan subgrup, suatu subring darj ring R

n sehagm berikut.

Misalkan R ring dan S adalah himpunan bagian
dari ring R, dan S disebut subring dari R g
merupakan ring dibawah operasi dalam R,

n7.19
1 Jsubring dari (R+,) dan (R,+,) subringdari  (C,+,.).
(b Misalkan R suaturing, § ¢ R,§ # @ . Himpunan
‘ 19 § merupakan subring dariring R jika dan hanya
} jika.13
| 1. Vx,ye S—>x-yeS

1 2. Vx,ye S =>xyesS
Syarat pertama menunjukkan bahwa S subgrup
aditif dari R.

Bukti dari teorema diatas dimaksudkan sebagai
latihan.

Peranan subgrup normal dalam grup analog dengan peranan
ideal dalam ring. Adapun definisi ideal adalah sebagai berikut.

T

Misalkan R suatu ring, <R, Q.

Definisj 77 | Himpunan bagian [/ disebut ideal jika
Idea] 16 memenuhi.

| 1L xyel -sx+yel

| 2, VrER,VxEI—*rerdanx?‘Ef-

\_
\

te
Intry, Odyc Wllham D.Blair & John A.Beachy. Abstract Algebra Witha Concre

15 ’bn Prentice Hall, Inc, 1990, hal. 207.
" d, hal, 210.

Viac"m Coemem LN. Abstract Algebra. Third Edition, Simon
""pany, N New Jersey, 1995, hal. 140.

& Schutster A
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itunjukkan bahwa setiap ideal merupakan subring

t d
Dal uk dibuktikan!

Sjlahkan dicoba unt

Berikut ini diberikan beberapa contoh ideal.

Teladan 7.20
Misalkan F himpunan fungsi-fungsi dari R ke R. ¢ adalah
himpunan fungsi-fungsi konstan dan N himpunan fungsi-fungsi f

dengan formula  f(2) = 0, maka ( F, +,- ) adalah ring, Coba

diperiksa apakah.
1. Nidealdari F
2. CidealdariF

Solusi:
1. Jikag, h eN, maka g(2) = 0 dan h(2) = 0, sehingga
(9-h(2)=g(2)-h(2)

=0-0
=0

JikafeF,g eN makag (2)= 0 sehingga

(9) (2) = f(2) g (2)

=f(2).0
=0

sehingga fg & N. Dengan cara yang sama diperoleh gf € N

Jadi syarat-syarat ideal untuk N dipenuhi.

2. i
Jikag,h eC dengan g(x) = c; dan h(x) = cz, maka
(9-h)(®)=g(x)-h(x

=C1-0C2

sehinggag - p ¢
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ijikﬂf“'F'g eCdengang (x)=c
ap
| (F9) (x)=f(x) g (x)

=cf(x)
1a f bukan fungsi konstan, maka fg juga bukan fungsi
{:kzsta" jadi bukan ideal.
5 .
Teladan 7.21
lkan R adalah ring komulatif dengan unkes 1 dan a € R,
ﬁ}jpunan (a) didefinisikan sebagai (a) = {ra|r € R}.
|

runjukkan bahwa (a) adalah ideal dari R (ideal ini disebut ideal
un

gtama yang dibangun oleh a ).

Solusi:
jkara, sa € (a) maka ra-sa = (r-s)a. Karena r - s € R maka

(r- s)a € (a),sehinggara — sa € {(a) .

Syarat kedua : jika r € R, dan sa € (a), maka r(sa) = (rs)a.
Karenars € R maka (rs)a = r(sa) € (a). Selanjutnya,

(sa)r =s(ar)=s(ra) (R komutatif)
=(sr)a

karena sr & R maka (sr)a € (a) sehingga (sa)7 € (a).
Jadi Syarat-syarat ideal untuk (a) dipenuhi.

I-T\eorerna

I 7.10

Irisan dua ideal merupakan ideal juga.!’

\

Viagg N Herslt’:in. LN, Abstract Algebra. Third Edition, S
M Company, New Jersey, 1995, hal. 148.

imon & Schutster A
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Bukti :
Misalkan N dan M masing-masing ideal dari ring R, Maka N
dan M masing-masing subgrup aditif dari R dan menuryt
teorema NM subgrup dari R. Selanjutnya, misalkan amp;)
sebarang r € R, x € NnM, maka x € N dan x € M. Karena N
dan M ideal, maka rx € Ndan xr € N, juga rx € M dan xr ¢
M sehingga diperoleh rx € NoM dan xr € NOM. Terbukti
syarat-syarat ideal untuk NM dipenuhi.
o

Teorema Misalkan R suatu ring dengan unkes 1 dan N
711 ideal dari R. Jika N memuat unit, maka N = R.18

Bukti:
Misalkan u € N dan u adalah unit. Maka ada u? € N, dan
berlaku ulu=uul=1
Karena u?eR, ueN dan N ideal maka ulu = 1 e N.
Selanjutnya misalkan kita ambil r € R sebarang, maka
karena N ideal berlaku rl =r € N, dan ini berarti bahwa

R cN. Jelaslah bahwa N < R. Jadi terbukti N = R.
a

Lemma 7.1
Setiap field atau lapangan tidak mempunyai ideal sejati.
Hal ini disebabkan oleh fakta bahwa dalam lapangan setiap

unsurnya mempunyal invers.

_
% Ibid,, hal. 149,
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OM()MoRFISMA RING

H

12 palam bab yang terdahuly Pengertian
- rup ke 8rUP yang meéngawetkan ¢

dari & Jibahas homomorfisma darj

1 . .
;k:ngaw otkan operasi penjumlahan dap p

_— |Fungsi ¢ dari W

2 ing R’ diseh
5B homomort.‘lsma jika untuk Sebarang ¢ § ut
pefinis! % | memenubhi sifat berikyt 19 »0 €R

¢la+Db) = p(a) + p(b)
¢(ab) = p(a) p(b)
W X €R[ ¢ (x) =0}, dimana 0’ adajan unsur nol dar |

R.
jika ada isomorfisme dari R ke R’, maka dikatakan R isomorfik
dengan R’, dinotasikan : R ~R’,

homom
Perasiny;,, D.—JuamorFl
ring kE ri

Sma
bab inj

n
erkaliap, S Yang

Catatan: Bahwa syarat pertama menunjukkan bahwa @ adalah
homomorfisma grup dari (R+) ke (R',+). Sehingga menurut
definisi homomorfisma grup kondisi-kondisi berikut ini berlaky :
o(0) =0’

o-a) =-¢p(a), Ya e R

. ¢(R) subgrup aditif dari R’

- JikaKer o= H, maka ¢!(p(a)H=a+H=H+a

- ¢monomorfisma jika dan hanya jika Ker ¢ = {0}

[ -

Teladan 7,22

Diberikan fungsi ;7 - Z, dengan aturan ¢(a) =3, Va€
R. Tunjukkan bahwa ¢ merupakan homomorfisma sebab :
0(@®b) = a+ b = a®b = p(a) ®(b)

Selanjutnya diperoleh:

\

1 " .
ViacomcherStEin- LN. Abstract Algebra. Third Edition, Si
°Mpany, New Jersey, 1995, hal. 142.

mon & Schutster A
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¢(a®b) = ab
= (a®b)
= p(@)O¢p(b)

Teladan 7.23

Fungsi ¢:(Z,+, .)— (2Z,+, .)dengan
merupakan homomorfisma grup sebab:
o(n +m) =2(m +n)

=2m+2n

= p(m) + p(n)

Tetapi ¢ bukan homomorfisma ring sebab:
p(nm) =2mn.

Sedangakan
@(n) p(m) =2n.2m
=4mn

jadi @(nm) # @(n) p(m)

@(n) =2nvnep

Juga ¢ suatu isomorfisma grup sehingga Z isomorfik dengan 2Z,

tetapi ring Z tidak isomorfik dengan ring 2Z.

Teladan 7.24
Buktikan Zg ~Z, x Z3

Solusi:

Didefinisikan 6:Zs = Z; x Z; didefinisikan 6(ay) = (a,,as).

Maka &merupakan fungsi 1-1, sebab
as=bs <6|(a-b)

o2 | (a-b) dan 3 | (a-b)

A C—lz=b2dan (_13=b3
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 (@ps) = (b2.B2)
o 9(66) = 9(56)
surjek”f“bagai akibat dari definisi
FU"gsf homomorﬁsma, se_bagamana ekpresi berikut:
unes 0(a,®bs) = 0((a+ b))
= ((a+ b)z, (a+ b)a)
= (&2@52)(&3@53)
= (52,("13)@(52,53)
= 0(,)®0 (bg)

Analog untuk operasi perkalian

ladi gisomorfisma dan terbukti Zs ~Z; x Z3.

Gecara umum Zmn ~Zm X Zn

ifat-sifat homomorfisma berikut ini analog dengan teorema 5.1,
Teorema 5.2 dan Teorema 5.4, dan buktinya sebagai latihan.

Misalkan @ : R -2 R’ adalah homomorfisma
ring. Maka memenuhi ketentuan berikut.20

1. O(R) subringdari R’

2. Ker @ideal dariR

3. Jika N ideal dari R, maka @ (N) juga ideal

Teorema
i

dari R’

Teorema [l }ika D adalah daerah itegral berkarakteristik 6,

713 maka D memuat subring yang isommorfik
——— dengan Z.21
\‘

* Herstein, LN, Abstract Algebra. Third Edition, Simen & Schutster A

COmpany Ne 149
U Ibid, hal 15(\: Jersey, 1995, hal.

Viaco
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BUan\:/lisalkan unkes dari D adalah I. Definiskan ¢ : 7 D

dengan
g(n)=nl, Vb €Z
gadalah fungsi yang injektif sebab

fn) =6fm)
&5 nl =ml
& nl-ml =0
& (n-m)1 =0
© n-m =0  (karenaD berkarakteristik 0)
aEN n =m

@ homomorfisma sebab
Gn+m) =(n+m)l
=1¢1 +1..+1 y

(m + n) Kali
=1¢1+1...+1+}+ +1..+1
(m + n) kali (m + n)kali
=nl+ml
=6(n) + 6(m)

Selanjutnya menurut teorema 7.13 @(Z) adalah subring

dari D, sehingga diperoleh bahwa @ : 7 2 6(Z) c D
merupakan isomorfisma.

Jadi terbukti bahwa Z ~ ¢ (Z) cD.
o

Untuk lebih jelasnya teorema diatas dapat digambarkan pada
diagram berikut ini.
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rema berikut adalah akibat dari teorema diatas

Teo
corema |fJika D daerah ingral berkarakteristik p,
7.14 dimana p bilangan prima, maka D memuat
| subring yang isomorfik dengan Zp.2?
Bukti.

a 7.12 yaitu fungsl 9:Zp 2D
rfisma.
1)1} adalah

Analog dengan bukti teorem
dengan 6(71) =nl, M € Zp adalah monomo

Selanjutnya  @(Z,) = { 2.1 3.1, 51 = (p-
subring dari D yang isomorfik dengan Z.

m
yang isomorfik dengan
pkan dalam. Sehingga
7 dapat disisipkan
| Teorema 7-13
daerah integral

Fing sl"lk;siatu Ti“g R memuat subring
Te°f81;1a 7a ; d_lkatakan S dapat disisi
Qalam Seti;z diatas menyatakan bahwa ring
Menyatak p daerah integral berkarakteristlk no

an bahwa Z, dapat disisipkan dalam

trka :
rakteristik bilangan prima p-

\

22
Ha DaVi
L lnc, 199;,l SDummit & Richard M.Foote: 45%

_ prenticé
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AKTOR . i

ditif dari N adalah a + N dengan a € R. Definisikan R/ = Cus
: 101 € R }. Operasi penjumlahan dan perkalian dideﬁniskan .
N (a+N)+(b+N) =(a+b)+N

(a+N)(b+N) =ab+N

Teorema { Misalkan ( R/N, +, .) merupakan ring dan
{ 715 disebut ring faktor dari R oleh N, 23

Bukti:

Teorema 7.14 ini analog dengan langkah pembuktikan teorema
6.6 dimana unsur nol adalah koset 0 + N = y dan buktj

ditinggalkan sebagai latihan,

Jika R komutatif, maka R/N juga komutatif sebab
(a+N)(b+N)=ab+N
=ba + N (karena R kom utatif)
=(b+N) (a+N)
Jika R mempunyai unkes 1, maka R/N juga mempunyai unkes 1 +
N. o

Teorema |} jika R ring, dan N ideal dari R, maka fungsi @:
7.16 R 2 R/N merupakan homomorfisma dengan

Ker =N

Teorema ini analog dengan langkah pembuktian teorema 6.7,
dan buktinya disediakan sebagai latihan,

** David S.Dummit & Richard M.Foote, Abstract Algebra. Prentice
Hall, Inc, 1991, hal, 16,
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alah teorema dasar homomorfispm,
gkah pembuktian teorema ¢ g

. ad

untuk ring

Misalkan R dan R’ masing-masing ring d
R 2 R’ epimorfisma dengan Ker u=N e
R/N:R‘.24 = ’ maka

 analog dengan langkah pembuktian teorema 5.g yaitu
gk * /N>R’ dengan &(a + N) = u(a), ¥a + N & R/N adalah

funf;rﬁsm 2. Bukti disediakan sebagai latihan.
is0

palam sub bab ini akan dibahas kapan suatu ring faktor
kan lapangan dan kapan suatu ring faktor merupakan

A DAN IDEAL MAKSIMAL

- merupd
daerah integral.
— | Misalkan R ring komutatif, dan N ideal dari R.
Deﬁhisi 79 Ideal.N. .dlse'but {d(?al prima ]11@ memenuhi
-~ | kondisi berikut ini. -
prima?s | Jikaab e N,makaa €N atau b € N. Ini setara
‘ | dengan: ab+N =N, makaa +N=Nataub+N
Teladan 7.25
lika R ring komutatif tidak memuat pembagi r{"l' mal;ab R
R/{0} ={{0},a+ {0}, b+{0} ) ~CmamEE
= {{0}, {a}, {b}, ---}
\
2 . v
2: Ibid,, hal, 163, bstract Algebra. prentice

Hal 1 David S.Dummit & Richard M.Footé
/] nC, 1991. hal. 255'
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R/{0) berlaku
Pada {11; L0 =0

2> ab =0 |
gataub=0 (karena R ring tanpa pembagi nol)
> as

g+ {0} = {0} atau b + {0} = {0}

Jadi {0} adalah ideal prima.

Teorema selanjutnya menyatakan bahwa syarat perlu cukup
bahwa suatu ideal merupakan ideal prima adalah R/N daeraj

integral.

Teorema Misalkan R ring komutatif dengan unkes dan |
7.18 N = R adalah ideal dari R. Ring faktor R/N
merupakan daerah integral jika dan hanya

jika N ideal prima.z6

Bukti :
Jika R/N adalah daerah integral, maka R/N tanpa pembagi
nol, sehingga menurut teladan 7.24 berarti N adalah ideal
prima. Sebaliknya, jika R ring komutatif dengan unkes 1,
maka menurut teorema 7.11 berarti R/N ring komutatif
dengan unkes I + N. Selanjutnya karena N ideal prima,
maka R/N tidak mempunyai pembagi nol.

Jadi syarat-syarat daerah integral untuk R/N dipenuhi.
@

Berikut ini diberikan definisi dari ideal maksimal dan teorema

mengenai syarat perlu dan syarat cukup agar suatu ideal
merupakan ideal maksimal.

% Ibid,, hal, 255.
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jika tidak ada ideal sejat

idariR
27 | M. yang memugat

m’ Ideal M dariring R disebut ideal maks;
Ima]

/

Misalkan R ring dengan unkes 1 dan 7 jqes] ]
dari R. Ring faktor R/M adalah fielq ati
lapangan jika dan hanya jika M jdeg]

Bukti: . _
Diketahui M ideal maksimal dan R ring komutatif dengan

unkes 1. Maka R/M merupakan ring komutatif dengan
unkes 1+M. Untuk  membuktikan bahwa R/M
field/lapangan dengan cara membuktikan VX € R/M,
untuk % # 0 mempunyai invers. Misalkan ambil sebarang
i€ R/M, a+0,maka @=a+M dengana ¢ M. Dengan
himpunan N ={ra+mfreR, me M}
Akan ditunjukkan bahwa N = R.
Himpunan (N, + ) adalah grup dengan unsur identitasnya 0
- 0a + 0 dan invers dari ra + m adalah (-r)a + (-m). Juga N
merupakan ideal sebab:
s(ra+m) =s(ra) +sm

= (sr)a + sm

Karena M ideal maka sm €M, sehingga (srja+ sm €N,
akibatnya  s(ra + m) € N.Karena R komutatif juga

berlaku (ra + m)s e N.

\
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perhatikan bahwa N ideal yang mlemuat a,sebaba=1q+
dan N memuat M sebab untuk s-et}ap m e.M, m=0a+m,
Selanjutnya @ eN, tetapia €N, m.l berarti b.'jlhwa McN
Berdasarkan hipotesis M adalah ideal maksimal maka N=R
Hal ini mengakibatkan 1 € N, sehingga terdapat b e R, dap,
m € M sehingga
1 =ba+m
> 1+M=(ba+m)+M
> 1+M=(ba+M)+(m+M)
=(ba+M)+M
=ba+M
=(b+M) (a+M)

Hal ini menunjukkan bahwa b = b + M adalah invers darj
a=a+M. Karena a € R/M, @+ 0 sebarang, maka
terbukti setiap unsur tak nol dari R/M mempunyai invers,

Sebaliknya, diketahui R/M lapangan maka menurut
akibat 6.1 R/M tidak memuat ideal sejati. Andaikan ideal
M tidak maksimal maka ada ideal N sehingga M <N cR.
Misalkan y : R -2 R/M homomorfisma maka menurut
teorema 6.12 y(N) ideal dari R/M dan berlaku M < y(N)
< R/M. Ini berarti bahwa R/M memuat ideal sejati y(N).
Sehingga diperoleh kontradiksi dengan hipotesis dan

Terbukti bahwa M ideal maksimal.
o

Lemma 7.2 }
Setiap ideal maksimal dalam ring komutatif dengan unkes

merupakan ideal prima.2®

29 Ibid., hal. 148.
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SOAL-SOAL UNTUK LATIHAN

1. Tunjukkan (X* +, ¢) dengan X* adalah himpunan matriks.
matriks berbentuk. a,b € R suatu ring, tak komutatif dap
tanpa unsur kesatuan.

2. Tunjukkan bahwa C = [0, 1] yang merupakan himpunan
fungsi-fungsi kontinu pada interval tutup [0, 1] dan memilikj
nilai fungsi real, dengan suatu ring komutatif yang memiliki
unsur kesatuan dan pembagi nol. Operasi + dan didefinisikan
sebagai berikut:

(F+9)) =f1x) + g(x)

(£9) () = f1x).9(x)

apakah himpunan di atas merupakan daerah integral ?
jelaskan

3. Jika setiap unsure dari ring R idempoten, yaitu x2 = x, Vxe R
maka
a x+x=0
b. Rkomutatif

4. Buktikan jika e unsur idempoten tak nol dari daerah integral,
maka e adalah unsur kesatuan.

5. Didefinisikan untuk setiap aeR, dengan R ring disebut
nilpotent jika terdapat bilangan bulat positif n sehingga an =
0. Buktikan 0 adalah satu-satunya unsur nilpoten dalam
daerah integral.

6. Buktikan jika U koleksi dari semua unit di ring (R+)
dengan unsur kesatuan maka (U, +, -) adalah grup.

7. Misalkan (R,+) grup abelian. Buktikan jika ab = 0, Vab €R

maka (R,+,-) adalah suatu ring.

Buktikan setiap dua unsur tak nol dari daerah integral D

mempunyai order yang sama.

Jika m bilangan bulat kurang dari bilangan prima p, maka

terdapat n bilangan bulat positif kurang dari p sehingga mn =

1=kp, dimana k adalah bilangan bulat non negatif. Buktikan !

10. a. Cari idea] yang dibangun oleh 4 di Z
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