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BAB II

KAJIAN PUSTAKA
A. Belajar Matematika

Secara umum belajar dapat dipahami sebagai tahapan perubahan seluruh tingkah laku yang relatif menetap sebagai hasil pengalaman dan interaksi terhadap lingkungan yang melibatkan proses kognitif.
 Selain itu, belajar dapat didefinisikan sebagai modifikasi atau memperteguh kelakuan melalui pengalaman (learning is defined as the modification or strengthening of behavior throught experiencing).
 Dari paparan di atas, belajar dapat diartikan sebagai suatu proses. Belajar bukan hanya mengetahui jawaban-jawaban, juga bukan hanya mengetahui serpihan dan penggalan dari suatu batang tubuh pengetahuan. Belajar tidak hanya diukur dengan indeks prestasi atau nilai ujian semata. Belajar bukan hanya menuliskan aktivitas di otak kita apa yang diketahui orang lain. Belajar adalah perjalanan eksplorasi untuk menciptakan pemahaman personal kita sendiri. Hasil belajar bukan penguasaan hasil latihan melainkan pengubahan tingkah laku.

Secara visual perubahan tingkah laku tersebut menurut Di Vesta dan Thompson pada prinsipnya dapat digambarkan sebagai berikut:
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          Learning Experience
Perubahan itu mungkin suatu penemuan informasi atau ketrampilan. Seperti kasus X pada gambar di atas. Mungkin pula bersifat penambahan atau perkayaan informasi, pengetahuan atau ketrampilan yang telah ada, seperti pada kasus Y pada gambar di atas. Bahkan mungkin pula merupakan reduksi atau menghilangkan sifat. Seperti pada kasus Z di atas.

Setelah mengetahui makna belajar, selanjutnya penulis akan menguraikan tentang apa yang dimaksud dengan belajar matematika. Matematika merupakan studi ilmu yang berhubungan atau menelaah bentuk-bentuk atau struktur abstrak dan hubungan-hubungan diantara hal-hal itu. Untuk dapat memahami struktur-struktur serta hubungan-hubungan tentu saja diperlukan pemahaman tentang konsep-konsep yang terdapat dalam matematika tersebut. Belajar matematika menurut Hudojo adalah  belajar tentang konsep-konsep  dan struktur-struktur yang terdapat dalam bahasan yang dipelajari serta mencari hubungan-hubungan diantara konsep-konsep dan struktur-struktur tersebut.

Dalam mempelajari matematika kita perlu mengetahui objek matematika, karena salah satu karakteristik matematika adalah objek matematika. Menurut Beggle, objek penelaahan matematika adalah fakta, konsep, operasi dan prinsip. Penelaahan tersebut menggunakan simbul-simbul yang kosong dari arti.
 Adapun objek tersebut menurut sugiyono  dapat dijelaskan sebagai berikut:

1. Fakta

Fakta merupakan konvensi-konvensi yang di ungkap dengan simbul tertentu. Simbul bilangan 3 secara umum dipahami sebagai bilangan ‘tiga’. Jika disajikan angka tiga, orang sudah dengan sendirinya menangkap maksudnya yaitu tiga. Seseorang dikatakan telah belajar fakta apabila dapat menuliskan fakta dengan benar dan dapat menggunakannya dalam situasi yang berbeda.

2. Konsep

Konsep adalah ide abstrak yang dapat digunakan untuk menggolongkan atau mengklasifikasikan sekumpulan objek. Apakah objek tertentu merupakan contoh konsep ataukah bukan. Seseorang telah belajar konsep jika ia dapat membedakan atara contoh dan bukan contoh.
3. Operasi

Operasi adalah pengerjaan hitung, pengerjaan aljabar dan pengerjaan matematika lainnya. Misalnya penjumlahan, perkalian, irisan, gabungan dan lain-lain. Unsur-unsur yang dioperasikan juga abstrak. Pada dasarnya operasi dalam matematika adalah suatu fungsi atau relasi khusus, karena operasi adalah aturan untuk memperoleh elemen tunggal dari satu atau lebih elemen yang diketahui. Seseorang dikatakan telah belajar operasi jika ia dapat memecahkan berbagai masalah yang berbeda yang memerlukan algoritma dengan cepat dan tepat.

4. Prinsip

Prinsip adalah objek mmatematika yang komplek. Prinsip terdiri atas fakta,  beberapa konsep yang dikaitkan oleh suatu relasi atau operasi. Secara sederhana dapat dikatakan bahwa prinsip adalah hubungan antara objek dasar matematika. Seseorang dikatakan telah belajar prinsip jika ia dapat mengidentifikasi konsep-konsep yang termuat alam prinsip tersebut dan mengaplikasikannya pada situasi tertentu.
 
Di dalam proses belajar matematika terjadi proses berpikir, sebab seseorang dikatakan berpikir bila orang itu melakukan kegiatan mental dan orang belajar matematika pasti melakukan kegiatan mental. Dalam berpikir, orang menyusun hubungan-hubungan dalam pikirannya tersebut sebagai pengertian-pengertian. Dari pengertian tersebut terbentuklah pendapat yang pada ahirnya ditarik kesimpulan.

Pada poin selanjutnya penulis akan menjelaskan lebih rinci lagi mengenai proses berpikir matematik. 
B. Berpikir Matematik

Banyak sekali definisi-definisi yang dipaparkan para ahli mengenai konsep berpikir. Dalam uraian ini penulis akan memperkenalkan beberapa definisi saja, guna melengkapi dan memperluas pandangan kita mengenai konsep berpikir.

(1) Menurut Poespoprodjo dalam bukunya yang berjudul  “Logika Ilmu Menalar” dijelaskan bahwa berpikir merupakan kegiatan mental untuk mengolah pengetahuan yang telah kita terima melalui panca indra dan ditujukan untuk mencapai suatu kebenaran.

(2) Menurut plato, berpikir adalah berbicara di dalam hati. Berpikir adalah aktivitas ideasional.
 Dari pendapat ini ada dua kenyataan yaitu:

- 
Bahwa berpikir adalah aktivitas, jadi subjek yang berpikir aktif

- 
Bahwa aktivitas tersebut sifatnya ideasional, jadi bukan sensoris motoris, walaupun dapat disertai oleh kedua hal itu.  Berpikir itu menggunakan abstraksi-abstraksi atau ideas

(3) Menurut Uswah, memikirkan sesuatu berarti mengarahkan diri pada objek tertentu menghadirkannya dalam pikiran kemudian mempunyai gagasan atau ulasan tentang objek tersebut.
 

Selanjutnya penulis akan menjelaskan secara rinci mengenai berpikir matematik. Menurut Hudojo, berpikir matematik merupakan kegiatan mental yang dalam prosesnya menggunakan abstraksi dan generalisasi. Abstraksi merupakan proses untuk menyimpulkan hal-hal yang sama dari sejumlah objek atau situsi yang berbeda. Suatu himpunan disusun dari beberapa unsur yang kemudian dapat ditetapkan apakah suatu unsur itu menjadi anggota atau tidak menjadi anggota dari suatu himpunan. Jadi abstraksi menunjukkan pembentukan dari unsur  ke himpunan.
 Sedangkan generalisasi dapat didefinisikan sebagai sembarang himpunan X yang dapat diperluas atau X digeneralisasikan ke Y.
 

Sedangkan menurut Sumarmo, berpikir matematik (mathematical thinking) diartikan sebagai cara berpikir yang berkenaan dengan dengan proses matematika (doing math) atau cara berpikir dalam menyelesaikan tugas metematika (mathematical task) baik yang sederhana maupun yang kompleks. Istilah berpikir matematik sering direlasikan dengan istilah daya matematik (mathematical power), daya mathematik ini adalah kemampuan untuk mengeksplorasi; menyusun konjektur; dan memberikan alasan secara logis; kemampuan untuk menyelesaikan masalah non rutin; mengomunikasikan ide mengenai matematika; menggunakan matematika sebagai alat komunikasi; menghubungkan ide-ide dalam matematika, antar matematika, dan kegiatan intelektual lainnya.
 
Ditinjau dari kedalaman atau kekompleksan kegiatan matematik yang terlibat, berpikir matematik dapat digolongkan dalam dua jenis yaitu yang tingkat rendah (low order mathematical thinking or low level mathematical thinking) dan yang tingkat tinggi (high order mathematical thinking or high level mathematical thinking).

Selanjutnya, berdasarkan jenisnya berpikir matematik dapat diklasifikasikan dalam lima kompetensi utama, yaitu: (1) pemahaman matematik, (2) pemecahan masalah matematik, (3) penalaran matematik, (4) koneksi matematik dan (5) komunikasi matematik.

(1)   Pemahaman matematika (mathematical understanding) 
Pollatsek (1981) menggolongkan pemahaman dalam dua jenis yaitu: 

a.
Pemahaman komputasional: menerapkan rumus dalam perhitungan sederhana, dan mengerjakan perhitungan secara algoritmik. Kemampuan ini tergolong pada kemampuan berpikir matematik tingkat rendah. 

b.
Pemahaman fungsional: mengkaitkan satu konsep/prinsip dengan konsep/prinsip lainnya, dan menyadari proses yang dikerjakannya. Kemampuan ini tergolong pada kemampuan berpikir matematik tingkat tinggi. 

Serupa dengan Pollatsek, Skemp menggolongkan pemahaman dalam dua tahap yaitu: 

a. Pemahaman instrumental: hafal konsep/prinsip tanpa kaitan dengan yang lainnya, dapat menerapkan rumus dalam perhitungan sederhana, dan mengerjakan perhitungan secara algoritmik. Kemampuan ini tergolong pada kemampuan berpikir matematik tingkat rendah. 

b. Pemahaman relasional: mengkaitkan satu konsep/prinsip dengan konsep/prinsip lainnya. Kemampuan ini tergolong pada kemampuan tingkat tinggi. 

(2)   Pemecahan masalah matematik (mathematical problem solving)

Pemecahan masalah matematik mempunyai dua makna yaitu: 

a. Pemecahan masalah sebagai suatu pendekatan pembelajaran, yang digunakan untuk menemukan kembali (reinvention) dan memahami materi, konsep, dan prinsip matematika. Pembelajaran diawali dengan penyajian masalah atau situasi yang kontekstual kemudian melalui induksi siswa menemukan konsep/prinsip matematika 

b. Pemecahan masalah sebagai kegiatan yang meliputi: 

· Mengidentifikasi kecukupan data untuk pemecahan masalah 

· Membuat model matematik dari suatu situasi atau masalah sehari-hari dan menyelesaikannya. 

· Memilih dan menerapkan strategi untuk menyelesaikan masalah matematika dan atau di luar matematika 

· Menjelaskan atau menginterpretasikan hasil sesuai permasalah asal, serta memeriksa kebenaran hasil atau jawaban 

· Menerapkan matematika secara bermakna 

Secara umum pemecahan masalah bersifat tidak rutin, oleh karena itu kemampuan ini tergolong Kemampuan ini tergolong pada kemampuan berpikir matematik tingkat tinggi. 

(3) Penalaran matematik (mathematical reasoning) 

Secara garis besar penalaran dapat digolongkan dalam dua jenis yaitu penalaran induktif dan penalaran deduktif. Penalaran induktif diartikan sebagai penarikan kesimpulan yang bersifat umum atau khusus berdasarkan data yang teramati. Nilai kebenaran dalam penalaran induktif dapat bersifat benar atau salah. Beberapa kegiatan yang tergolong pada penalaran induktif di antaranya adalah: 

a) Transduktif: menarik kesimpulan dari satu kasus atau sifat khusus yang satu diterapkan pada yang kasus khusus lainnya. 

b)
Analogi: penarikan kesimpulan berdasarkan keseruapaan data atau proses. 

c) Generalisasi: penarikan kesimpulan umum berdasarkan sejumlah data yang teramati. 

d) Memperkirakan jawaban, solusi atau kecenderungan: interpolasi dan ekstrapolasi. 

e)
Memberi penjelasan terhadap model, fakta, sifat, hubungan, atau pola yang ada. 

f)
Menggunakan pola hubungan untuk menganalisis situasi, dan menyusun konjektur 

Pada umumnya penalaran transduktif tergolong pada kemampuan berpikir matematik tingkat rendah sedang yang lainnya tergolong berpikir matematik tingkat tinggi. 

Penalaran deduktif adalah penarikan kesimpulan berdasarkan aturan yang disepakati. Nilai kebenaran dalam penalaran deduktif bersifat mutlak benar atau salah dan tidak keduanya. Penalaran deduktif dapat tergolong tingkat rendah atau tingkat tinggi. Beberapa kegiatan yang tergolong pada penalaran deduktif di antaranya adalah: 

a) 
Melaksanakan perhitungan berdasarkan aturan atau rumus tertentu. 

b) Menarik kesimpulan logis berdasarkan aturan inferensi, memeriksa validitas argumen, membuktikan, dan menyusun argumen yang valid. 

c) 
Menyusun pembukltian langsung, pembukltian tak langsung dan pem-buktian dengan induksi matematika. 

Kemampuan pada butir a) pada umumnya tergolong berpikir matematik tingkat rendah, dan kemampuan lainnya tergolong berpikir matematik tingkat tinggi. 

(4) Koneksi matematik (mathematical connection) 

Kegiatan yang tergolong pada koneksi matematik di antaranya adalah: 

a)
Mencari hubungan berbagai representasi konsep dan prosedur. 

b)
Memahamai hubungan antar topik matematika. 

c)

Menerapkan matematika dalam bidang lain atau dalam kehidupan sehari-hari. 

d)
Memahami representasi ekuivalen suatu konsep. 

e)
Mencari hubungan satu prosedur dengan prosedur lain dalam representasi yang ekuivalen. 

f)
Menerapkan hubungan antar topik matematika dan antara topik matematika dengan topik di luar matematika. 

Kemampuan ini dapat tergolong pada kemampuan berpikir matematik tingkat rendah atau tingkat tinggi bergantung pada kekompleksitasan hubungan yang disajikan. 

(5) Komunikasi matematik (mathematical communication) 

Kegiatan yang tergolong pada komunikasi matematik di antaranya adalah: 

a) Menyatakan suatu situasi, gambar, diagram, atau benda nyata ke dalam bahasa, simbol, idea, atau model matematik.
b)
Menjelaskan idea, situasi, dan relasi matematika secara lisan atau tulisan. 

c)
Mendengarkan, berdiskusi, dan menulis tentang matematika. 

d)
Membaca dengan pemahaman suatu representasi matematika tertulis. 

e)
Mengungkapkan kembali suatu uraian atau paragrap matematika dalam bahasa sendiri.
Kemampuan di atas dapat tergolong pada kemampuan berpikir matematik rendah atau tingkat tinggi bergantung pada kekompleksan komunikasi yang terlibat.

C. Taksonomi Bloom
Taksonomi berasal dari bahasa Yunani tassein berarti untuk mengklasifikasi dan nomos yang berarti aturan. Taksonomi berarti klasifikasi berhirarkhi dari sesuatu atau prinsip yang mendasari klasifikasi. Semua hal yang bergerak, benda diam, tempat, dan kejadian-sampai pada kemampuan berpikir dapat diklasifikasikan menurut beberapa skema taksonomi.

Konsep Taksonomi Bloom dikembangkan pada tahun 1956 oleh Benjamin Bloom, seorang psikolog bidang pendidikan. Konsep ini mengklasifikasikan tujuan pendidikan dalam tiga ranah, yaitu:

1. Ranah kognitif meliputi fungsi memproses informasi, pengetahuan dan keahlian mentalitas. 
2. Ranah afektif meliputi fungsi yang berkaitan dengan sikap dan perasaan. 
3. Ranah psikomotorik berkaitan dengan fungsi manipulatif dan kemampuan fisik.
Ranah kognitif menggolongkan dan mengurutkan keahlian berpikir yang menggambarkan tujuan yang diharapkan. Proses berpikir mengekspresikan tahap-tahap kemampuan yang harus dikuasai pesrta didik sehingga dapat menunjukan kemampuan mengolah pikirannya sehingga mampu mengaplikasikan teori ke dalam perbuatan. Mengubah teori ke dalam keterampilan terbaiknya sehingga dapat menghasilkan sesuatu yang baru sebagai produk inovasi pikirannya.

Konsep  taksonomi Bloom tersebut mengalami perbaikan seiring dengan perkembangan dan kemajuan jaman serta teknologi. Salah seorang murid Bloom yang bernama Lorin Anderon merevisi taksonomi Bloom pada tahun 1990. Hasil perbaikannya dipublikasikan pada tahun 2001 dengan nama Revisi Taksonomi Bloom. 
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Dalam revisi ini ada perubahan kata kunci, pada kategori dari kata benda menjadi kata kerja. Masing-masing kategori masih diurutkan secara hirarkis, dari urutan terendah ke yang lebih tinggi. Pada ranah kognitif kemampuan berpikir analisis dan sintesis diintegrasikan menjadi analisis saja. Dari jumlah enam kategori pada konsep terdahulu tidak berubah jumlahnya karena Lorin memasukan kategori baru yaitu creating yang sebelumnya tidak ada.
 Setiap kategori dalam Revisi Taksonomi Bloom terdiri dari subkategori yang memiliki kata kunci berupa kata yang berasosiasi dengan kategori tersebut. Kata-kata kunci itu seperti terurai di bawah ini.
	Mengingat (Remembering):   Peserta didik dapat mengingat kembali atau ingat informasi?
	mengurutkan, menjelaskan, mengidentifikasi, menamai, menempatkan, mengulangi, menemukan kembali. 

	Memahami (Understanding):
Peserta didik dapat menjelaskan ide-ide atau konsep? 
	menafsirkan, meringkas, mengklasifikasikan, membandingkan, menjelaskan, mebeberkan. 

	Menerapkan (Applying):        Peserta didik dapat menggunakan informasi dalam cara baru?
	melaksanakan, menggunakan, menjalankan, melakukan, mempraktekan, memilih, menyusun, memulai, menyelesaikan, mendeteksi. 

	Menganalisis (Analyzing):      Peserta didik dapat membedakan antara bagian yang berbeda?
	menguraikan, membandingkan, mengorganisir, menyusun ulang, mengubah struktur, mengkerangkakan, menyusun outline, membedakan, menyamakan, 
membandingkan, mengintegrasikan.

	Mengevaluasi (Evaluating):   Peserta didik dapat memberikan sikap atau keputusan?
	menyusun hipotesis, mengkritik, memprediksi, menilai, menguji, mebenarkan, menyalahkan.

	Menciptakan  (Creating):        Peserta didik dapat menciptakan produk baru atau sudut pandang?
	merancang, membangun, merencanakan, 
memproduksi, menemukan, membaharui, menyempurnakan, memperkuat,menggubah.


Dalam berbagai aspek dan setelah melalui revisi, taksonomi Bloom tetap menggambarkan suatu proses pembelajaran, cara kita memproses suatu informasi sehingga dapat dimanfaat dalam kehidupan sehari-hari. Beberapa prinsip didalamnya adalah :

· Sebelum kita memahami sebuah konsep maka kita harus mengingatnya 
terlebih dahulu.
· Sebelum kita menerapkan maka kita harus memahaminya terlebih dahulu.
· Sebelum kita mengevaluasi dampaknya maka kita harus mengukur atau 
menilai.
· Sebelum kita berkreasi sesuatu maka kita harus mengingat, memahami, 
mengaplikasikan, menganalisis dan mengevaluasi, serta memperbaharui.
C. Materi Integral (Anti Turunan)
1. Pendahuluan Anti Turunan 
Jika saya mengenakan sepatu saya, saya dapat melepasnya lagi. Operasi yang kedua menghapuskan operasi yang pertama, mengembalikan sepatu pada posisi semula. Kita katakan dua operasi tersebut adalah operasi balikan (inversi). Matematika mempunyai banyak operasi balikan: penambahan dan pengurangan, perkalian dan pembagian, pemangkatan dan penarikan akar, penarikan logaritma dan perhitungan logaritma dan pendeferensialan balikannya adalah integral atau anti pendiferensialan.

2. Definisi Anti Turunan (Integral tak tentu)
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Contoh (1)
Carilah anti turunan umum dari f(x) = x2 pada (-∞, ∞).
Penyelesaian

Fungsi F(x) = x3 tidak akan berhasil karena turunannya adalah 3x2. Tetapi itu menyarankan 
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· Integral Tak-Tentu Adalah Linear

Ingat kembali bahwa Dx adalah suatu operator linear. Ini berarti:

1. 
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3. 
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Apa yang benar untuk turunan adalah benar juga untuk integral tak tentu (annti turunan).
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Bukti:

Untuk memperlihatkan (i) dan (ii), kita cukup mendiferensialkan ruas kanan dan amati bahwa kita memperoleh integral ruas kiri.
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Sifat (iii) menyusul dari (i) dan (ii).
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3. Notasi Jumlah dan Sigma
Perhatikan jumlah
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Untuk melanjutkan jumalh ini dalam suatu bentuk kompak, kita tuliskan yang pertama sebagai 
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3. 
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4. 
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4. Luas Menurut Poligon-Poligon Dalam
Pandang daerah R yang dibatasi oleh parabol y = f(x) = x2, sumbu x dan garis  tegak x = 2 (Gambar 1). Kita acu R sebagai daerah di bawah kurva y = x2 di antara x = 0 dan x = 2. Sasaran kita adalah menghitung luas A(R).
Perhatikan (seperti pada Gambar 2) selang [0, 2] menjadi n selang bagian, masing-masing dengan panjang 
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Pandang persegi panjang dengan alas [
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. Luasnya adalah f(xi-1). 
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 (lihat bagian kiri dari Gambar 3). Gabungan Rn dari semua persegi panjang yang demikian membentuk poligon dalam yang diperlihatkan pada bagian kanan dari Gambar 3.
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Gambar 3

Luas A(Rn) dapat dihitung
A(Rn) = f(x0) 
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Kita simpulkan bahwa:
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